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Prefacio

El presente trabajo se enmarca dentro de uno de los campos mads activos en la fisica actual, la
fisica de la materia condensada. En particular estd dedicado al estudio de los sistemas complejos
cominmente conocidos como cristales liquidos. El término cristal liquido ha de entenderse en
el presente contexto como todo el conjunto de estados de la materia cuya simetria es intermedia
entre la de un liquido y un sélido. El orden orientacional es el punto clave en estos sistemas, y
en este sentido se puede hablar de materia blanda con orden orientacional.

Los cristales liquidos estan a nuestro alrededor: en plésticos, fibras textiles, detergentes, cos-
méticos, alimentos, etc. Es mds, forman parte de nosotros, se pueden encontrar en membranas
celulares, son responsables del transporte de determinados tipos de grasas y pueden haber ju-
gado un papel relevante en la formacién del ADN. Muchas de las aplicaciones donde estan
presentes involucran la interaccién del cristal liquido con superficies. La més conocida son los
dispositivos de visualizacién basados en cristales liquidos. A lo largo de este trabajo abordare-
mos diferentes problemas relacionados con esta cuestion desde un punto de vista microscépico,
con el funcional de la densidad como base tedrica. Buscamos comprender cémo las propiedades
microscopicas de la interaccién entre las particulas y la superficie afectan al comportamiento
macroscopico del sistema en aspectos como las propiedades de adsorcién, wetting o anchoring.
Prestaremos especial atencién a los efectos de capilaridad tales como el confinamiento de las
fases is6tropa, nemadtica y esméctica.

Una de las mayores dificultades para el tratamiento de este tipo de sistemas es la elevada com-
plejidad a la hora de establecer un potencial de interaccién intermolecular realista. Esto, unido al
ya de por si dificil tratamiento que presentan los sistemas con grados de libertad orientacionales,
hace que hayamos recurrido a modelos de interaccién dura con una geometria molecular sencilla.
Trabajar con un modelo duro es una dréstica simplificacién sobre la geometria y la interaccién
intermolecular. Una consecuencia evidente es que no podemos esperar predicciones cuantitativas
sobre ningtn sistema en particular. Algo que para nuestros propdsitos no es un problema sino
maés bien una virtud. Los modelos duros retienen la fisica relevante del problema, de manera que
es esperable que los resultados obtenidos sean aplicables a un espectro muy variado de sistemas,

por supuesto desde un punto de vista cualitativo.
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1. Cristales liquidos

1.1. Introducciéon

En un sélido cristalino las moléculas estan situadas en los nodos de una red periédica tridimen-
sional. Existe orden posicional de largo alcance en las tres dimensiones del espacio. Ademads
tenemos orden orientacional (a excepcion de los sélidos plasticos). En cada nodo de la red las
moléculas estan orientadas en una direccién determinada. En un liquido, por el contrario, las
moléculas estan distribuidas y orientadas de manera uniforme. En realidad, si miramos a escala
molecular veremos que a distancias cortas existen pequefias correlaciones en las posiciones y
las orientaciones. Sin embargo, existe una longitud caracteristica en la que esas correlaciones se
pierden. A escalas mayores el liquido es isétropo.

Con el nombre genérico de cristales liquidos se agrupa a todo un conjunto de estados de la
materia intermedio entre el liquido y el s6lido. También es frecuente nombrarlos como estados
mesomdrficos o mesofases. Las particulas se pueden orientar en una misma direccién pero sin or-
denarse espacialmente (nemitico), o la ordenacién orientacional se puede ver acompafiada por
orden espacial en una dimensién (esméctico) o en dos dimensiones (columnar).

Todas estas mesofases o estados mesomérficos son en mayor o menor grado anisétropos a
gran escala. La razén fundamental de esa anisotropia hay que buscarla en sus constituyentes. La
interaccién entre dos particulas capaces de formar un cristal liquido es muy anisétropa: no solo
depende de la separacién entre ambas sino también de su orientacién relativa. Como consecuen-
cia, los grados de libertad orientacionales juegan un papel muy importante y abren la posibilidad
a la formacién de estas fases. Se puede pensar, de manera simplista, en un esméctico como en
un sélido unidimensional compuesto por capas de liquidos bidimensionales. En esas capas, las
particulas estdn orientadas en la direccion perpendicular al plano, de manera que el sistema soli-
difica y se orienta en la misma direccién. Andlogamente, un columnar es un sélido bidimensional
formado por liquidos unidimensionales. En este caso las particulas se orientan en la direcciéon
del liquido unidimensional y el sistema cristaliza en el plano perpendicular. En ambos casos, la
rotura de la simetria orientacional define una direccién privilegiada. Por contra, en un sistema
formado por particulas con simetria esférica no existe ninguna direccién privilegiada. Por tanto,
en ausencia de campos externos, no se espera que se puedan formar fases tridimensionales con
orden posicional en una o dos dimensiones, ya que el sistema es is6tropo en todas direcciones.

En mayor o menor grado, todas las moléculas se desvian de una perfecta simetria esférica. De
forma que, si la anisotropia en la interaccién de los constituyentes es el requisito para la forma-
cién de estas mesosfases, es previsible que los cristales liquidos sean compuestos relativamente
comunes. En efecto asi ocurre. Basta decir, por ejemplo, que una de las bases de datos méas conoci-
das en cristales liquidos, LigCryst database [1], contiene a dia de hoy mas de 90000 entradas y crece
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Ficura 1.1.: Dos ejemplos de compuestos capaces de formar mesofases: (a) MMBA, un cristal liquido ter-
motrépico, (b) solucién de virus del mosaico del tabaco, un cristal liquido liotrépico.

a un ritmo anual de unos 3000 compuestos. En ella se recoge informacién sobre las propiedades
de un conjunto de cristales liquidos conocidos como termotrdpicos (debido a que el estado del sis-
tema se controla facilmente con la temperatura). Son moléculas de forma anisétropa (alargadas,
con forma de disco...) con un tamafio tipico en la escala de los nanémetros. Un ejemplo clasico
es el MMBA (véase la figura 1.1 (a)) que forma una fase nematica en un rango de temperaturas
comprendido entre 20°C y 47°C aproximadamente. En otra escala de tamafios se encuentra el con-
junto de cristales liquidos denominados liotrdpicos, donde la concentracién es la variable que maés
influye en el estado del sistema. Generalmente se trata de soluciones de particulas anisétropas
en un solvente. En este grupo se encuentra el virus del mosaico del tabaco (véase la figura 1.1
(b)), cuya longitud tipicamente es de unos 300nm. Otros ejemplos cldsicos de cristales liquidos
liotrépicos van desde polimeros rigidos (~ 30nm) hasta fibras de plastico suspendidas en agua
(~ 100um). Algunas suspensiones coloidales, como el mencionado virus del mosaico del tabaco,
también forman parte de este grupo; las describiremos un poco mas adelante.

Las fuerzas de interaccién intermolecular entre dos moléculas cualesquiera son anisétropas
siempre, y sin embargo no todos los compuestos forman las fases caracteristicas de un cristal
liquido. Cuando la anisotropia es pequefia, como en un liquido normal, el sistema es is6tropo a
escala macroscépica, aunque en una escala microscépica esto no es cierto y no existe invariancia
rotacional. El punto clave es cudndo la anisotropia de los constituyentes es suficientemente fuerte

como para imponerse a largas distancias.

1.1.1. Descubrimiento de los cristales liquidos

Se atribuye el descubrimiento de los cristales liquidos a Friederich Reinitzer, botanico austriaco,
que a finales del S. XIX centraba sus investigaciones en la extraccién de benzoato de colesterol de
las zanahorias para determinar su férmula quimica. Analizando dicho compuesto descubrié que
aparentemente tenfa dos puntos de fusién. A 145.5°C el s6lido se fundfa en un liquido turbio,
pero a 178.5°C tenia lugar una nueva transicién a un liquido claro [2]. El proceso era reversible
y cerca de ambas transiciones aparecian regiones de color azul y violetal. Sorprendido por el
hallazgo, Reinitzer envié sus resultados al cristalégrafo Otto Lehmann. Los estudios de este

La coloracién cerca de ambas transiciones se debe a que el benzoato de colesterol forma una fase azul, una de las fases
mads complejas de un cristal liquido, cuya estructura no se entenderia hasta casi un siglo después.



1.1. Introduccion

altimo [3] revelaron la existencia de nuevos compuestos con tres puntos de fusién donde ademés
del estado turbio aparecia otro, antes de llegar a la cristalizacion, de aspecto claro y muy viscoso.
Una de las propiedades que Lehmann observé era que se trataba de materiales birrefringentes.
Esta fue una de las causas que le llev6 a pensar, errébneamente, que habia descubierto sistemas
que simultdneamente tenian las propiedades de sélidos y liquidos. En virtud de esto designé
con el nombre de cristales liquidos a los nuevos compuestos. Las criticas a las conclusiones de
Lehmann tardaron poco en llegar, especialmente por parte de Gustav Tammann quién defendia
que debia tratarse de mezclas de algtn tipo o bien emulsiones coloidales. Ambas propuestas se
rechazaron al poco tiempo (1904-1905), al comprobarse que en sistemas completamente puros
persistian las propiedades caracteristicas de los nuevos materiales.

Daniel Vorldnder era otro cientifico de la época interesado en los cristales liquidos. Durante
afnos se dedic6 a la sintesis de nuevos materiales y realiz6 un estudio sistemético de los mis-
mos para intentar comprender cudles eran las propiedades moleculares necesarias para formar
un liquido cristalino (como asi los denominaba). En una de sus publicaciones [4] se reporta por
primera vez que las moléculas constituyentes de los cristales liquidos son de tipo varilla (rod-like).
Casi al mismo tiempo Emil Bose realizaba el primer intento para describirlos desde un punto de
vista tedrico, llegando a la conclusiéon de que se trataba en realidad de liquidos anisétropos, sin
estructura cristalina. Se habian sentado las bases para comprender la naturaleza de los cristales

liquidos.

Los trabajos de Georges Friedel marcaron un punto y aparte en la historia de los cristales
liquidos. En el articulo Los Estados Mesomérficos de la Materia, publicado en 1922 [5], argumenta
de forma contundente que no se trata de cristales o liquidos con propiedades especiales, sino
nuevos estados de la materia que denominé mesofases porque aparecian en la zona de estabilidad
comprendida entre el liquido y el s6lido. Supo darse cuenta de que la diferencia de los cristales
liquidos radicaba en la organizacién molecular. Introdujo una nueva terminologia para las dis-
tintas fases: nemdtica, esméctica y colestérica, que fue radpidamente aceptada y extendida. Puso de
manifiesto que la fase nemética no tiene ningun tipo de periodicidad, e incluso sugiri6 que el
esméctico debia estructurarse formando capas. Friedel criticé6 enormemente las conclusiones de
Lehmann y el término cristal liquido, propuesto por este, ya que induce erréneamente a pensar
que se trata de sé6lidos en lugar de nuevos estados de la materia. A pesar de ello se ha seguido
usando hasta nuestros dias.

Desde los trabajos de Friedel se han realizado avances muy significativos en el campo. Se han
elaborado teorias microscépicas y mesoscépicas capaces de describir aspectos muy diversos de
los cristales liquidos: la respuesta a campos electromagnéticos; la interaccién con superficies; la
estabilidad de las distintas mesofases... Se han encontrado multitud de aplicaciones, especial-
mente los displays basados en cristales liquidos que estdn presentes en casi todos los hogares del
mundo “desarrollado” y se estd empezando a comprender el papel que los cristales liquidos jue-
gan en sistemas biol6gicos. También se han encontrado nuevas fases mds alld de las identificadas
por Friedel.

Repasamos a continuacién la estructura de las fases mds representativas de los cristales liqui-
dos.
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FIGURA 1.2.: Secuencia caracteristica de fases de un cristal liquido al disminuir la temperatura o aumentar

la concentracién.

1.2. Fases de un cristal liquido

Cuando la temperatura (densidad) es suficientemente alta (baja) los cristales liquidos se encuen-
tran en la fase mds desordenada, el liquido isétropo. En ella los centros de masas de las particulas
y sus orientaciones estan distribuidas de manera uniforme (Fig. 1.3 (a)). Localmente puede existir
cierto orden pero este no se propaga a largas distancias. Si disminuimos la temperatura, el cristal
liquido puede experimentar distintas transiciones antes de cristalizar; una secuencia caracteris-
tica se puede ver en la figura 1.2. La temperatura determina el estado del sistema en los cristales
liquidos termotrépicos (moléculas pequefias, en la escala de los nandémetros). La concentracion
p o la presién juega el papel andlogo a la temperatura en el grupo de cristales liquidos liotr6pi-
cos (disoluciones de moléculas anisétropas en un solvente, disoluciones de ADN, dispersiones

coloidales).

1.2.1. Nemaéticos

Los centros de masas de las moléculas de un nemaético no estdn ordenados, se disponen de igual
forma que un liquido isétropo y de ahi que las particulas del nematico fluyan como las de un
liquido 2. Por el contrario, existe orden orientacional de largo alcance. En promedio las moléculas
estan orientadas alrededor de un eje n que se conoce comiinmente como director. Existe simetria
rotacional en torno al director y se trata de una fase apolar, invariante respecto a reflexiones en
el plano perpendicular al director (n = —n). En las moléculas de forma alargada, tipo varilla,
el director suele ser paralelo al eje molecular (Fig. 1.3 (b)). Por el contrario, en las que tienen
forma de disco se sittia perpendicular al plano molecular (Fig. 1.3 (c)) y se habla de nematicos
discéticos.

El orden orientacional alrededor del director hace que los nemaéticos sean birrefringentes,
siendo el indice de refraccién distinto en la direccién del director y en la perpendicular. Esta
propiedad fue una de las causas por las que Otto Lehmann pensé que los nemadticos eran en
realidad sélidos capaces de fluir como un liquido. También es una de las razones por las que los

cristales liquidos han sido ampliamente explotados desde un punto de vista tecnolégico.

2No obstante, la difusién en la direccién paralela al director puede diferir mucho de la difusién en las direcciones
perpendiculares al mismo.



1.2. Fases de un cristal liguido

1.2.2. Colestéricos

Cuando las moléculas que forman el cristal liquido son quirales, es decir, difieren de su imagen
especular, se puede formar un colestérico, también conocido como nematico quiral. En la litera-
tura se suele denotar con un asterisco a las fases quirales, de forma que usualmente se usa N*
para indicar que es una fase colestérica 3.

La fase colestérica se caracteriza porque el director no es uniforme. Varia en cada punto del
espacio formando una estructura helicoidal que gira a izquierdas o derechas en funcién de la
quiralidad del sistema (Fig. 1.3 (d)). Existe una periodicidad debida al paso de la hélice, que
tipicamente es del orden de 500nm, razén por la que interaccionan con la luz visible. El tamafio
del paso de hélice depende de factores como la temperatura, la quiralidad de las moléculas o
su concentracién. Asf pues, una mezcla de moléculas quirales y aquirales dard como resultado
un colestérico con un paso de hélice determinado por la concentracién de las particulas quirales.
De igual modo si tenemos un mezcla de moléculas quirales con distinta quiralidad y misma

concentracion, el resultado serd una fase nemaética normal.

1.2.3. Fases azules

Las fases azules [7] son también caracteristicas de los cristales liquidos quirales. Se conocen tres:
BPI, BPII y BPIIL. Su estabilidad se reduce a un rango muy pequefio de temperatura, en torno a
un grado centigrado, entre el is6tropo y el colestérico. Se caracterizan por la aparicion de defectos
topologicos en el campo del director que se ordenan en una red sélida, ya sea esta una red ctibica
centrada en las caras (BP I), una red ctibica simple (BP II) o una red amorfa (BP III).

1.2.4. Nemaéticos biaxiales

No todas las moléculas capaces de formar las mesofases caracteristicas de un cristal liquido se
pueden clasificar como alargadas o con forma de disco. Existen casos intermedios: moléculas
alargadas que poseen un ntcleo central con forma de disco, u otras con diferente geometria, por
ejemplo tipo banana. Tienen por tanto dos ejes principales y pueden dar lugar a la formacién de
nematicos biaxiales, en los que aparecen dos ejes de simetria (Fig. 1.3 (e)). El nematico biaxial
rompe la simetria cilindrica que el nemdtico uniaxial posee en el plano perpendicular al director.
Su existencia fue predicha en 1970 [8] usando una generalizacién de la teoria Maier-Saupe [9].
Experimentalmente se encontré afios después en cristales liquidos liotrépicos [10] y hace poco en

cristales liquidos termotrépicos [11, 12].

1.2.5. Esmécticos

En todas las mesofases enumeradas hasta ahora los centros de masas de las particulas se dis-
tribuyen de manera uniforme. No ocurre asi en las fases esmécticas, donde la densidad oscila en
una de las direcciones del espacio y el sistema se organiza formando capas. Existen varias clases

de esmécticos dependiendo de la ordenacién de las moléculas en las capas®.

3Es posible que moléculas no quirales formen fases quirales, por ejemplo las moléculas con forma tipo banana [6].
4El subindice que acompafia al esméctico estd relacionado con la cronologia del descubrimiento de las distintas fases.
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Ficura 1.3.: Algunas de las mesofases que puede formar un cristal liquido: (a) isétropo, (b) nematico, (c)
nemético discético, (d) colestérico (el tipo de moléculas del dibujo nunca formarian este tipo de fase,
pues no son quirales y tienen una completa simetria de revolucién), (e) nematico biaxial, (f) esméctico

A, (g) esméctico C, (h) columnar, (i) bicapa y micela.



1.3. Aplicaciones

En el esméctico A (Smy) el director es perpendicular al plano de las capas (Fig. 1.3 (f)) y en
el esméctico C (Smc) se encuentra formando un dngulo 6 con respecto a la normal a las capas
(Fig. 1.3 (g)). Al angulo 6 se le conoce usualmente como tilt. Aunque el periodo de las capas esta
bien definido, las fluctuaciones divergen con el tamafio del sistema de forma logaritmica y por
lo tanto no existe verdadero orden de largo alcance. En la practica, para que las fluctuaciones
sean del tamario del periodo y puedan destruir el orden, harian falta muestras con un grosor de
cientos de metros [13].

En los esmécticos A y C el sistema es un liquido nemético en el plano de las capas. En el resto
de fases esmécticas existe cierta ordenacién posicional en el interior de las capas. El ejemplo
mas conocido es el esméctico B (Smp), donde las moléculas se ordenan localmente en una red
hexagonal. No existe orden de largo alcance (la transicién Smy4 — Smp es de tipo Kosterlitz-
Thouless [14]) pero es suficiente para definir la orientacién de la red, y por ello se conoce este
tipo de orden como orden orientacional de enlace.

Puede ocurrir que las moléculas del Smp estén formando un angulo de tilt respecto al eje nor-
mal a las capas, como en el Smc. En ese caso se tiene un Smj (si se orientan hacia los primeros
vecinos de la red hexagonal) o un Smr (si apuntan en otra direccién). Existen muchas mds varie-
dades de esmécticos, si bien la mayoria se han clasificado con el tiempo como verdaderas fases
solidas. Ademas, si algtin componente es quiral, se pueden formar fases esmécticas quirales

donde el angulo azimutal varfa de capa a capa.

1.2.6. Columnares

Cuando los constituyentes que forman el cristal liquido tienen forma de disco en lugar de varilla
no suelen formar fases esmécticas. En su lugar se apilan en columnas que a su vez forman una
red bidimensional, usualmente una red hexagonal. Dentro de cada columna las moléculas se dis-
tribuyen de manera uniforme, como en un liquido. Las fases columnares son por tanto sélidos
bidimensionales, con verdadero orden de largo alcance, constituidos de liquidos unidimension-

ales. Un esquema de esta fase se puede ver en la figura 1.3 (h).

1.2.7. Otras fases

Existen otras fases que no hemos mencionado. Particularmente interesantes son las formadas
por moléculas anfifilicas. Las moléculas anfifilicas tienen una cabeza polar y una cadena apolar.
Cuando un conjunto de ellas se encuentra en un medio acuoso tienden a formar estructuras
donde las cabezas entran en contacto con el agua y las cadenas no. Dos ejemplos cldsicos son la
bicapa y las micelas, esquemadticamente representadas en la figura 1.3 (i). Son de vital importancia
para nosotros, entre otras cosas porque son las encargadas de formar las membranas en sistemas
biolégicos, dotando de entidad a células, mitocondrias...

1.3. Aplicaciones

El interés por los cristales liquidos ha experimentado un crecimiento espectacular en las tltimas
décadas. A ello ha contribuido en gran medida el elevado nimero de aplicaciones donde estan
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presentes. Algunas de las mds representativas se enumeran a continuacion.

Los dispositivos LCD (Liquid Crystal Display) han popularizado el término cristal liquido en
gran parte del mundo. Se trata sin duda de la aplicacién mas conocida de estas sustancias. Una
pantalla LCD estd compuesta de pequerias celdas o pixels. En cada una de estas celdas hay
un cristal liquido confinado entre dos sustratos. Dependiendo de la fase que se use (nemético,
colestérico, esméctico o muy recientemente también una fase azul) los detalles son diferentes,
pero en esencia el funcionamiento de uno de estos pixels es el siguiente. Se colocan dos polariza-
dores cruzados en los extremos de la celda. Los sustratos son tales que orientan al cristal liquido
con el director paralelo a los ejes 6pticos de los polarizadores. En la configuracién de equilibrio el
director rota de un extremo a otro de la celda para satisfacer la condicién de contorno impuesta
por los sustratos. Al incidir un rayo de luz en un extremo de la celda, se polariza y al atravesar el
cristal liquido cambia su polarizacién conforme rota el director. El resultado es que el rayo de luz
pasa ambos polarizadores. La celda transmite. Si ahora aplicamos un campo eléctrico suficien-
temente fuerte tiene lugar una transicion de Fréedericksz [15]. Las moléculas del cristal liquido
se sitian paralelas al campo. De esta forma la polarizaciéon no cambia al atravesar la celda y el
segundo polarizador no permite la transmisién de luz. En realidad cada pixel estd compuesto
por varias celdas, cada una con un color diferente. De la combinacién entre ellas se consigue dar
a cada pixel el color deseado.

Los elastémeros son polimeros compuestos de monémeros mas o menos rigidos unidos por
cadenas flexibles. Algunas de estas sustancias exhiben las fases tipicas de un cristal liquido. Lo
interesante de estos compuestos es que responden con cambios configuracionales a estimulos
de tipo mecdnico, térmico, 6ptico... Una disminucién en el pardmetro de orden orientacional
de un nematico elastémero (inducida, por ejemplo, por un calentamiento de la muestra) puede
provocar una contraccién en los polimeros, reduciéndose su longitud a una pequefia fraccién
de su tamafio inicial. Sus propiedades pueden ser ttiles en aplicaciones muy diversas como la
fabricacién de musculos para proétesis artificiales.

En los cristales liquidos, como en cualquier medio ordenado donde el pardmetro de orden
puede tomar una direccién arbitraria, se pueden formar defectos. Son consecuencia de una ro-
tura inducida de la simetria del sistema. Las propiedades topolégicas de los defectos tienen un
cardcter universal. Esto hace posible que el estudio de defectos en cristales liquidos, algo relati-
vamente sencillo, sirva para obtener conclusiones en campos muy distintos. En concreto, se usan
como banco de pruebas para las conclusiones de las teorfas cosmolégicas sobre los primeros ins-
tantes del universo [16, 17]. También tienen importancia en las aplicaciones tecnoldgicas de los
cristales liquidos.

Otra aplicacién emergente es la utilizacién de cristales liquidos en la elaboracién de sensores de
agentes biolégicos [18]. Se sittia para ello un cristal liquido liotrépico a una concentracién tal que
forme una fase nemdtica. Cuando la concentraciéon de los agentes (pueden ser patégenos, com-
plejos antigeno-anticuerpo...) es pequeiia, el nematico es uniforme y no hay efectos visibles. Sin
embargo, superado un umbral critico se generan distorsiones en el campo del director. Este pasa
de ser uniforme a tener estructuras similares a defectos puntuales alli donde hay un agregado
de los agentes bioldgicos que se quieren detectar. Las deformaciones del director se visualizan
facilmente colocando la muestra entre polarizadores cruzados. Es una técnica sencilla que per-
mite estudiar la muestra en tiempo real y sin interferir en ella. Siguiendo el mismo principio se
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pueden usar cristales liquidos para la visualizacién de superficies biolégicas [19].

Mas relevante que cualquier aplicacién es la importancia que los cristales liquidos tienen en dis-
tintos procesos biolégicos. E1 ADN juega un papel fundamental en el desarrollo de la vida sobre
la Tierra. Uno de los interrogantes, todavia sin resolver, es como pudo formarse una molécula
tan compleja como el ADN a partir del caldo prebidtico. Recientemente se ha observado que
segmentos muy cortos de ADN, compuestos por entre 6 y 20 pares de bases, son capaces de
apilarse formando fases nemadticas y columnares [20] dando como resultado segmentos de ADN
mucho mayores. Mds interesante es el hecho de que la formacién de estas fases solo tiene lugar
si en la muestra inicial se cuenta con trozos de cadenas de ADN que sean complementarias. Una
mezcla compuesta por trozos de cadenas de ADN no complementarias da como resultado un
estado isétropo. Cuando se incluyen trozos de cadenas complementarias, estas se autoensamblan
formando bloques pequefios de pares de bases que luego se unen formando las fases del cristal
liquido. Se produce una segregacién entre un estado isétropo formado por las cadenas no com-
plementarias y las mesofases formadas a partir de la unién de las cadenas complementarias. Este
no es el tnico ejemplo donde es posible encontrar cristales liquidos en medios biolégicos [21, 22],
estdn presentes también en las membranas bioldgicas, en el citoesqueleto celular, en las alas de

algunos insectos...

1.4. Modelos tedricos

Existen diferentes enfoques tedricos para el tratamiento de los cristales liquidos. El primero de
ellos se lo debemos a Oseen [23]. Es una teoria continua que expresa la energia libre de un
nemaético en términos de los gradientes del tensor de orden (ver apéndice A.1). Se trata por tanto
de una teorfa elastica. Debido a las importantes aportaciones que Frank [24] realizé después, es
usual referirse a ella como teoria eldstica de Frank-Oseen. Como veremos en el capitulo 6 se sigue
usando hoy en distintos problemas. Otra opcién es hacer un desarrollo Landau de la energia libre
en torno al pardmetro de orden. Se trata de un punto de vista mesoscépico que deja a un lado
los detalles de la estructura e interaccién molecular para abordar el problema desde un punto
de vista mucho mds general, basado en principios fisicos globales. Es una descripcién fenome-
nolégica que frecuentemente contiene parametros libres ajustables con medidas experimentales.
Una de sus ventajas es que permite hacer predicciones cualitativas sobre sistemas reales. Como
contrapartida se pierde el detalle de lo que estd ocurriendo a escala de los constituyentes.

Si prestamos atencién a como es la interaccién intermolecular tenemos dos alternativas dife-
rentes: la teorfa de Onsager y la teoria Maier-Saupe. La teoria Maier-Saupe (1958) [9] parte de la
hipétesis de que una interaccién atractiva entre las moléculas del cristal liquido es la responsable
de la estabilidad en las fases ordenadas. El efecto de esa interaccién se trata en la aproximacién
de campo medio mediante un potencial efectivo. Dicho potencial se construye de forma fenome-
nolégica para que sea minimo cuando dos particulas se disponen paralelas y maximo cuando lo
hacen antiparalelamente. En su versién mds bésica la teoria de Maier-Saupe predice una transi-
cién de primer orden isétropo-nematico. Se puede modificar para el tratamiento de otras fases,
por ejemplo esmécticos [25].

Una década antes de los trabajos de Maier-Saupe, Onsager [26] utiliz el desarrollo del virial
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para demostrar que un sistema de varillas duras atraviesa una transicién isétropo-nematico al
aumentar la densidad. Onsager truncé el desarrollo del virial a orden dos, demostrando ademads
que el resultado es exacto tinicamente en el limite de varillas con una relacién de aspecto L/D —
oo (siendo L la longitud y D la anchura de las varillas). El enfoque de Onsager es el opuesto al de
la teorfa Maier-Saupe, pues otorga la estabilidad de la fase nemética a las interacciones puramente
repulsivas de las varillas y no a un potencial de interaccién atractivo. El trabajo de Onsager sirvio,
entre otras cosas, para demostrar que el desarrollo del virial es capaz de describir una transicién
de fase. También abri6 el camino al desarrollo de diferentes modelos de interaccién dura que en
las décadas posteriores jugaron un papel determinante en la comprensién de las distintas fases

de una cristal liquido.

1.4.1. Modelos de interaccion dura

Si acercamos dos moléculas lo suficiente se repeleran debido al solapamiento de sus nubes elec-
tronicas. El origen de este efecto es el principio de exclusién de Pauli. Alejados de esta barrera,
el potencial es atractivo como consecuencia de la interaccién entre los multipolos de las particu-
las. En un modelo de interaccién dura se omite por completo esta atraccién y la repulsion se
aproxima drasticamente a base de impedir que las particulas puedan solapar. El potencial de
interaccién es nulo salvo si las particulas intentan solaparse, en cuyo caso es infinito. Se trata
de la aproximacién mds basica que podemos realizar sin perder la fisica relevante. Como con-
trapartida, la omisién de detalles importantes en la interaccién intermolecular hace que ningtn
modelo duro sea capaz de reproducir cuantitativamente un sistema microscépico real.

Como las particulas de un sistema duro no se sienten unas a otras, la energia interna es siem-
pre cero y la energia libre es F = —TS con T la temperatura y S la entropia. Se puede pensar
entonces que nunca tendremos una transicién a un sistema ordenado porque el estado de menor
energia libre es también el de mayor entropia y un aumento de la entropia se asocia con un au-
mento del desorden. Las simulaciones han demostrado todo lo contrario. La primera evidencia
fue la transicién liquido-sélido en el modelo de esferas duras [27]. Posteriormente se han estu-
diado distintas geometrias de particulas anisétropas capaces de estabilizar las mesofases de un
cristal liquido. El modelo de elipses duras contiene una transicién isétropo-nemético [28]. Los
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esferocilindros duros se ordenan formando un nemaético o un esméctico [29]. En el modelo de
rodajas esféricas [30] aparece un nemético discético, una fase columnar y sirvié para descubrir
una nueva fase, conocida como nemético cubético °.

Todas estas transiciones son puramente entrépicas. Sirva como ejemplo el modelo de esferas
duras. En este sistema la transicién liquido-sélido tiene lugar porque en la fase sélida cada una
de las particulas tiene un volumen accesible mayor que si se disponen de manera uniforme. Hay
més volumen accesible por particula en el sélido porque el volumen excluido © estd compartido
de manera eficiente (véase la figura 1.4). Esta ganancia en volumen accesible es una ganancia en
entropia, que en funcién del empaquetamiento puede superar a la pérdida de entropia configu-
racional. Pérdida esta debida a que existen muchos mdas microestados en la fase liquida que en
el sélido. El mismo argumento es vélido en moléculas anisétropas teniendo en cuenta que los
grados de libertad orientacionales juegan también un papel importante. Por ejemplo, son deter-
minantes en la transicién isétropo-nemadtico. La entropia rotacional de las particulas puede llegar
a determinar el comportamiento del sistema; veremos un ejemplo en la mezcla de cuadrados
duros del capitulo 7.

A la vista de los datos de simulacién, parece evidente que podemos imaginar un modelo duro
con la geometria apropiada para describir cualquier fase de un cristal liquido. Sin embargo, eso
no es garantia de que en la realidad sea la ganancia entrépica la responsable de la estabilidad de
dichas fases. Es més, sabemos que la inclusién de términos atractivos es imprescindible si que-
remos reproducir un sistema real a nivel cuantitativo. Parece 16gico pensar que en los cristales
liquidos termotrdpicos, compuestos de particulas mas pequeiias, las interacciones atractivas ju-
gardn un papel mds importante que en sistemas liotrépicos. En estos tltimos hay otros factores,
como la flexibilidad de los constituyentes, que también pueden ser relevantes.

Unos sistemas donde los modelos duros resultan de gran utilidad son las suspensiones co-
loidales. Una suspension coloidal es una dispersion de particulas microscépicas en un liquido.
Los coloides son particulas grandes, con un tamafio tipico que va desde varios nanémetros
hasta los micrémetros: virus, proteinas, polimeros sintéticos, micelas... Son suficientemente pe-
quefios como para estar sujetos al movimiento browniano sin experimentar efectos fuertes de
sedimentacién (en condiciones normales de gravedad), y a la vez son suficientemente grandes
como para que el tamafio tipico de las interacciones atémicas sea mucho menor que el tamario
del coloide. Dado que el tamafio de los coloides es muy superior al de las interacciones atémicas,
la interaccién entre dos particulas coloidales se describe muy bien en términos de un potencial
duro.

7

Desde un punto de vista formal, estos sistemas se pueden tratar como si fueran “macro-atomos’
en un medio continuo (que fluctia) y que representa el solvente. La interaccién solvente-coloide
se trata por tanto de manera efectiva, bien sea a través de un campo externo o mediante la
modificacién (respecto a si estuviéramos en vacio) de la interaccion del potencial a pares de los
coloides.

5No hay orden posicional y existe simetria ctibica. Las particulas se orientan a lo largo de tres ejes ortogonales. Se trata
por tanto de un caso especial del nematico biaxial, donde el orden a lo largo de las tres direcciones del espacio es
idéntico.

®El volumen excluido es la regién del espacio donde no puede colocarse el centro de masas de una particula, ya que de
hacerlo solaparia con alguna otra esfera.

11
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Las suspensiones coloidales estan presentes en una gran variedad de sistemas: pinturas, cos-
méticos, detergentes, tintas, sistemas biol6égicos y un largo etcétera. Son ademads excelentes can-
didatos para estudiar en un laboratorio problemas fundamentales de mecanica estadistica, como
la cristalizacién o la transicién is6tropo-nematico.

Evidentemente, no todas las suspensiones coloidales forman las fases caracteristicas de los

cristales liquidos. Es necesario que los coloides tengan una forma suficientemente anisétropa.

La utilidad de los modelos duros va mucho més alld de su uso en las suspensiones coloidales;
han jugado un papel fundamental en el desarrollo de la teoria de liquidos simples asi como tam-
bién en la de cristales liquidos, y se pueden usar como sistema de referencia para la elaboracién
de otros potenciales mds realistas.

Nosotros hemos usado un modelo duro para estudiar el comportamiento de un cristal liquido
en contacto con superficies. En concreto el modelo de esferocilindros duros y su versién bidimen-

sional, discorrectdngulos. Es necesario por tanto describir algunas de sus propiedades.

Esferocilindros duros

Un esferocilindro consiste en un cilindro de longitud L con dos

L semiesferas de didmetro D en las bases (véase la figura 1.5). La

interaccion entre dos de estas particulas es dura, de manera que

no pueden solapar. El modelo de esferocilindros duros (HSC) es

/\/ un modelo estandar en el estudio de cristales liquidos. La razén

D principal, si bien no la tnica, es que la funcién de Mayer es rela-

Ficura 1.5. Esquema de un tivamente sencilla de calcular, sobre todo si la comparamos con

HSC. otros modelos como el de elipsoides duros. Esto representa una

importante ventaja de cara a la realizacion de simulaciones o a la

resolucién de modelos tedricos donde el volumen excluido es el punto central. Cuando el poten-

cial de interaccién es duro, la funcién de Mayer (la definiremos en el capitulo 2) toma valor 0 si

las particulas no solapan o —1 si las particulas solapan. Por tanto, la integral de la funcién de
Mayer es el volumen excluido con signo cambiado.

Los HSC, al igual que el resto de modelos duros, representan de manera muy simplificada la
geometria real de las particulas. No obstante, existen sistemas en la naturaleza que se asemejan
bastante, por ejemplo el virus del mosaico del tabaco, algunas bacterias y sistemas coloidales.
En cualquier caso, el modelo no trata de describir ningtin sistema real, sino recoger los aspectos
fundamentales que son necesarios en la estabilidad de las mesofases de un cristal liquido.

Tras varios estudios restringidos a regiones concretas del diagrama de fases [31, 32, 33, 34],
Bolhuis y Frenkel [29] desentrafiaron el diagrama de fases completo del modelo HSC mediante
simulaciones Monte Carlo. Lo hemos reproducido en el plano p* frente a L/D en la figura 1.6.
La densidad p* esté escalada con la densidad de méximo empaquetamiento pcp,

B 2D73
b = 2+ (L/D)V3

El pardmetro L/D nos da informacién sobre la anisotropia de la particula. Nos referiremos a él

(1.1)
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F1cura 1.6.: Diagrama de fases de volumen de un sistema de esferocilindros duros en el plano presién-
relacién de aspecto de las particulas. La densidad esta escalada con la densidad de maximo empaque-
tamiento p* = p/ Ocp- Las distintas fases son: I isétropo, N nematica, Sm esméctica, S sélido cristalino,
P solido plastico. Las regiones sombreadas son zonas inestables donde se produce una separacién de
fases. En la transiciéon IN también existe una region de separacion de fases, pero es muy pequefia
como para apreciarse a esta escala. Los datos corresponden a las simulaciones Monte Carlo de Bolhuis
y Frenkel [29]

como la relacién de aspecto del esferocilindro, si bien debemos darnos cuenta de que la verdadera
relacién longitud-anchura es (L + D)/D.

Cuando la densidad es suficientemente pequefia la fase mas estable es un isétropo (I) siempre.
Si aumentamos el ntimero de particulas se estabilizan distintas fases segiin sea la relacion de

aspecto.

e Para L/D < 0.35 aparece una transiciéon a un sélido pléstico (P) y al seguir aumentando p

tiene lugar de nuevo una transicién a un sélido cristalino (S).

* En el rango 0.35 < L/D < 3.1 la transicién IS (is6tropo-sélido cristalino) es la tnica pre-
sente. Por tanto para relaciones de aspecto menores que 3.1 no aparece ninguna mesofase.
La anisotropia molecular no es suficiente para estabilizar fases distintas de un liquido o un

sélido.

¢ Cuando hacemos las particulas mds anisétropas, aumentando la relaciéon de aspecto, se
estabiliza primero una fase esméctica de tipo A (Sm). Dicha fase coexiste con la isétropa y
la s¢lida en un punto triple ISmS localizado en L/D ~ 3.1. El modelo también contiene
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1. Cristales liguidos

una fase nemadtica (N) que es estable para L/D 2 3.7. A partir de ese valor y al aumentar
p, se atraviesa la secuencia de transiciones de primer orden IN, NSm, SmS. La estabilidad
del nemdtico comienza en un punto triple INSm para esferocilindros con L/D =~ 3.7. Las
densidades de coexistencia de la transicién IN son bastante parecidas. Por ello apenas se
aprecia la region de separacion de fases en el diagrama de fases de la figura. No obstante

es una transicién de primer orden.

e Para relaciones de aspecto mayores que las mostradas en la figura, el diagrama de fases es
muy similar, siendo el cambio més notable la existencia de una transicion estructural entre
dos fases sélidas, una hexagonal AAA y otra ABC.

El diagrama de fases del modelo de esferocilindros duros contiene una fenomenologia muy
rica. En funcién de la densidad y la anisotropia podemos estabilizar una fase nematica o una
esméctica. Ademas, jugando con la relacién de aspecto, podemos encontrar transiciones isétropo-
nematico, is6tropo-esméctico o nematico-esméctico. Se trata de un candidato excelente para abor-
dar distintos problemas caracteristicos de los cristales liquidos, asi como para el estudio de flui-
dos coloidales: fluidos moleculares con particulas coloidales alargadas. Como ya hemos men-
cionado, existen otros modelos de interaccién dura, por ejemplo: elipsoides duros, el modelo
HGO, discos duros, rodajas esféricas... El modelo HSC tiene como ventaja frente a ellos la varie-
dad de fases y transiciones, asi como la sencillez en el calculo del volumen de exclusién entre dos
esferocilindros. Estos son los motivos por los que lo hemos usado para tratar diferentes aspectos
relativos, en la mayorfa de los casos, a la interaccién entre cristales liquidos y superficies.

En el capitulo 3 veremos la interaccién entre un nemadtico y un sustrato. Haremos hincapié en
las propiedades de wetting y anchoring del sistema. Este estudio es la base del siguiente paso, que
desarrollaremos en el capitulo 4. En él trataremos las propiedades de un cristal liquido nematico
confinado en un poro. En particular estamos interesados en comprender como se ve alterada
la transicién is6tropo-nemadtico por el hecho de confinarla y la relacién con las propiedades
de wetting del fluido. Mds interesante es el caso andlogo pero con la fase esméctica, es decir, la
transicién entre un nemadtico y un esméctico en un poro. Al ser el esméctico una fase estructurada
en capas es previsible que aparezcan efectos de conmensuracién. Este y otros aspectos, como la
transicién isétropo-esméctico, se trataran en el capitulo 5.

En los siguientes dos capitulos se tratan otros aspectos relevantes de un cristal liquido. En
primer lugar la formacién de defectos topolégicos (capitulo 6). Para ello nos serviremos de una
cavidad circular bidimensional donde confinaremos un cristal liquido nemaético. En particular
un cristal liquido compuesto por discorrectdngulos, la versién bidimensional del sistema de esfe-
rocilindros duros. Terminamos la exposicién de resultados con el capitulo 7, donde continuamos
con el modelo de discorrectangulos. En esta ocasiéon analizaremos cémo se ve alterado el dia-
grama de fases en mezclas de cristales liquidos.

La base teérica que hay detrds de todos los cdlculos realizados es la teoria del funcional de la
densidad. Repasamos sus fundamentos y las diferentes aproximaciones en el siguiente capitulo.
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2. Funcional de la densidad para particulas

duras anisétropas

2.1. Introduccion

La teorfa del funcional de la densidad (DFT) es el formalismo mds potente para el estudio de
fluidos no uniformes. Los métodos DFT se basan en la idea de que podemos expresar la energia
libre intrinseca del fluido como un funcional de la distribucién local de particulas p(r).

Una vez conocido el funcional podemos obtener todas las magnitudes termodindmicas del
sistema (tensiones superficiales, fuerzas de solvatacion...). Es posible ademads obtener la estructura
microscopica del sistema mediante las funciones de correlacién, que estdn relacionadas con las
derivadas del funcional.

Conocer de forma exacta y resolver el funcional F[p] equivale a calcular la funcién de particién
del sistema. La ventaja de DFT es que presenta de forma mucho més intuitiva la fisica que existe
detrds del problema. De esta forma resulta mas sencillo realizar aproximaciones que tengan en
cuenta los procesos relevantes.

Si bien diversos autores contribuyeron de forma mds o menos simultdnea al estudio de las
propiedades termodindmicas de fluidos no uniformes, fueron los trabajos de Percus [35] en la
década de 1960 los méds influyentes para el desarrollo de la mecénica estadistica de fluidos no
uniformes. De forma paralela Hohenberg, Kohn y Sahm [36, 37] desarrollaron un funcional de la
densidad electrénico para el estado fundamental del gas de electrones no uniforme a temperatura
cero. En estos trabajos y en la posterior extensiéon a temperatura finita de Mermin [38] quedaron
establecidas las bases del formalismo DFT.

Las técnicas funcionales desarrolladas para la densidad electrénica se extendieron rapidamente
al tratamiento de fluidos clasicos a mediados de los afios 70. Desde entonces el campo ha tenido
un crecimiento espectacular y el formalismo DFT se ha aplicado con éxito a problemas de in-
terfases libres, solvatacién, confinamiento de fluidos... Uno de los sistemas mds ampliamente
estudiado con DFT ha sido el de esferas duras (HS). La aplicacién de las técnicas DFT al estudio
del fluido HS ha jugado un papel central en el desarrollo de la teoria del estado liquido. El sis-
tema HS es sin duda el modelo de referencia en el estudio de fluidos simples; se ha convertido
en el punto de partida para el tratamiento de potenciales intermoleculares mas realistas y es un

banco de pruebas para comprobar la validez de nuevas aproximaciones funcionales.
La organizacién del resto del capitulo es la siguiente. En la préxima seccién se exponen las

bases del formalismo DFT. En 2.3 repasamos las aproximaciones mds relevantes para el estudio
de sistemas simples, en particular el sistema de esferas duras. En 2.4 veremos los funcionales
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2. Funcional de la densidad para particulas duras anisétropas

existentes para tratar particulas duras anisétropas y finalmente, en la seccién 2.5, se detalla el
funcional que usaremos en los préximos capitulos para el tratamiento de un sistema de esfe-
rocilindros duros.

2.2. Formalismo

Esbozaremos a continuacién el formalismo de la teoria del funcional de la densidad. Se puede
encontrar un desarrollo detallado en [39].

Por simplicidad supongamos un sistema clasico de N particulas idénticas sometidas a un
potencial externo vey;. El Hamiltoniano del sistema es:

HN - 2 zpl +(D I'], 2 + Zvert rl (21)
i=1

donde p;, r; denotan el momento y la posicion de la particula i respectivamente y @(ry, ..., ry) esla
energia potencial debida a la interaccién entre particulas (nétese que no ha de ser necesariamente
un potencial de interaccion a pares).

En los problemas relacionados con liquidos suele ser ttil trabajar en el colectivo macrocanénico
(piénsese en una interfase por ejemplo) donde fijamos la temperatura T, el volumen V y el
potencial quimico y, dejando fluctuar el ntimero de particulas N. Podemos escribir la funcién de

particién en el colectivo macrocanénico como:

E(V,T,p) = ) #"NZ(T,V,N), (2.2)
N=0

siendo B el inverso de la constante de Boltzmann por la temperatura, § = 1/kT 'y Z(T,V,N) la
funcién de particién candnica que, para un sistema cldsico de particulas indistinguibles, puede

escribirse como:

Z(T,V,N) = %WLN / PN g / PN peBHN, 2.3)
siendo h la constante de Planck. Teniendo en cuenta la relacién del potencial macrocanénico con
la funcién de particién (2 = —kTlog=) y la ec. (2.2) resulta obvio que 2 es un funcional del
potencial externo v,y (r). El potencial externo define la energia libre del sistema; una variacion
en el potencial externo supondrd una variacién en la energfa libre del sistema de forma tnica.

El éxito de la teoria radica en darse cuenta de que existe una correspondencia biunivoca entre
el potencial externo y la distribucion de particulas p(r) [36, 38], de forma que podemos pasar la
dependencia funcional en v.y; a una dependencia funcional en p.

Sea el funcional F[p] y la combinacion u(r) = v,y (r) — p. La teoria del funcional de la densidad
afirma que la cantidad

o] +/drp(r)u(r) (2.4)
es minima y coincide con el gran potencial asociado a u(r) cuando p(r) es la densidad de equi-
librio peg(r) en presencia de u(r). Podemos expresar esa condicién de minimo como

6Qp]
op(r)

=0, Q[pgq] =0, (2.5)
P(r):Peq(r)
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2.3. Aproximaciones a la energia de exceso en sistemas simples

siendo (2 el gran potencial termodindmico. De forma alternativa, para la energia libre de Helmholtz
se tiene

SF[p(r)]
30(1) o(r)=pes ()

= U — Vext (1) = u(r). (2.6)

Encontrar la dependencia funcional de la energia libre con la distribucion de particulas es
complicado y solo existen unas pocas soluciones exactas, siendo el gas ideal una de ellas. Dado

un sistema podemos descomponer la energfa libre en

Flo] = Fialp] + Fex|p] + Fext[p], (2.7)

siendo F,x¢[p] la contribucién debida al campo externo y F;;[p] la contribucién del gas ideal, que
se obtiene inmediatamente de la funcién de particion del gas ideal, Z(V, N, T) = (V/A3)N/N!:

Fext[o] = / drp(r)vext (1), (28)

Fulp] = KoT [ drp(x) (log(A%p(x)) ~ ). 29)

Fx[p] se conoce como la parte de exceso y tiene en cuenta las interacciones entre las particulas de
nuestro sistema. En otras palabras, F.y[p] es la parte que no conocemos y tendremos que aproxi-

mar de alguna manera.

Como ya hemos comentado, las derivadas funcionales de la parte de exceso estan directamente
relacionadas con las funciones de correlacion directa [39]:

M (r) = _‘W’ (2.10)
2
@ (11, 13) = _m 2.11)

y asi sucesivamente. Usando (2.10) y (2.9) en (2.6) obtenemos una expresién para calcular la
densidad de equilibrio !

p(r) = A 3exp(Bu(r) + c(l)(r)), (2.12)

si bien, en la practica es mds ttil obtener la distribucién de densidad de equilibrio mediante la

minimizacién numérica del funcional.

2.3. Aproximaciones a la energia de exceso en sistemas simples

La parte de exceso del funcional, F.y[p], contiene las interacciones entre las particulas de nuestro
sistema y es por tanto la parte que no conocemos. El éxito o el fracaso de un funcional dependera
de cudn buena sea la aproximacién para construir Fex[p].

Evidentemente, una vez realizada una aproximacion sobre nuestro funcional, la p.; dada por
(2.5) ya no coincidira con la densidad de equilibrio del sistema real.

Listamos a continuacién las aproximaciones mds relevantes utilizadas para la construccién de
funcionales que tratan fluidos no uniformes. Se puede encontrar un desarrollo mds o menos
detallado en [40].

INo6tese que c(V) (1) es a su vez un funcional de p(r).
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2. Funcional de la densidad para particulas duras anisétropas

2.3.1. Aproximacién de la densidad local (LDA)

La aproximacién de la densidad local (LDA) es la mds sencilla de todas. Se basa en la termodina-
mica de un fluido uniforme, p(r) = py, para el cual:

Flo] = N(po), (2.13)

siendo N el ntimero de particulas y ¢ la energia libre por particula. LDA consiste simplemente
en una generalizacion de (2.13) para el caso no uniforme. Teniendo en cuenta que N = [ drp(r)

se tiene:

Fuoalel = [ dro(s)p(o(x)). (214

Esta aproximacién se puede justificar si pensamos en un fluido que presenta variaciones es-
paciales de la densidad muy suaves. De alguna forma es como tratar un fluido no uniforme
como trozos independientes compuestos por un fluido uniforme. Su validez en sistemas cldsicos
es muy limitada (no asi en sistemas cudnticos, donde el menor alcance de las correlaciones la
convierte en una aproximacién razonablemente buena en muchas situaciones).

LDA es exacta para el gas ideal; de hecho es el tnico sistema que se recupera exactamente
con esta aproximacion. Para entender esto basta con introducir (2.14) en (2.11), el resultado es:
c@(r) ~ &(r), es decir LDA no tiene en cuenta las interacciones en un entorno del punto, despre-
ciando por tanto los efectos de las correlaciones.

2.3.2. Aproximacién de gradientes cuadrados (SGA)

Podemos mejorar la aproximaciéon LDA con un desarrollo en gradientes de la densidad. Reescri-
biendo (2.14) en términos de la energia libre por unidad de volumen f(p(r)) = p(r)y(p(r)) y
truncando el desarrollo en el segundo término de la expansién resulta [39]:

Fscalpl = [ dr [f(p(1)) + (o) (Vo) + ], (215)

donde f(p(r)) corresponde a la energia libre del sistema uniforme y el termino f,(p(r)) (y suce-
sivos en caso de seguir la expansion) tiene en cuenta las variaciones espaciales de la densidad.
Para obtener la expresion de f,(p(r)) tenemos que imponer alguna condicién adicional a nuestro
funcional, como por ejemplo que reproduzca la respuesta lineal esperada cuando perturbamos
el sistema.

La aproximacién SGA es valida incluso en situaciones donde la densidad varia fuertemente,
pero con la estricta condicién de que dicho cambio ha de producirse a lo largo de una distancia
muy larga. En la préctica esta restriccién limita mucho el uso de SGA, si bien se ha usado
con éxito para describir situaciones como la interfase liquido-vapor cerca de un punto critico,
interfases liquido-liquido en mezclas, problemas de wetting, etc.

2.3.3. Aproximacion de la densidad pesada (WDA)

Ni la aproximacién LDA ni la SGA son capaces de describir situaciones donde la densidad varia
fuerte y rapidamente. Este es el caso de fases ordenadas espacialmente (por ejemplo esmécticos
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2.3. Aproximaciones a la energia de exceso en sistemas simples

o solidos), fluidos en contacto con una superficie, etc. El tratamiento de estos sistemas supondria,
con los anteriores métodos, la evaluacién de (p) en situaciones donde p toma valores muy altos.
En tales circunstancias el comportamiento de un sistema uniforme serd presumiblemente muy
diferente a nuestro sistema real. Piénsese por ejemplo en el caso de HS donde no podriamos
tratar situaciones en las que de forma local la densidad supere el limite de empaquetamiento
maximo.

Los funcionales capaces de tratar dichos sistemas se desarrollaron principalmente en la década
de los 80. Se usan técnicas como el desarrollo de Fx[p] alrededor de la densidad del fluido uni-
forme, la perturbacién alrededor de un fluido de referencia bien conocido o la aproximacién de
la densidad pesada (Weighted Density Approximation, WDA) que esbozaremos a continuacién
para un sistema de esferas duras.

Siguiendo las ideas de Nordholm et al. [41], Tarazona [42] propuso introducir correcciones no
locales al funcional mediante el uso de una distribuciéon de densidad pesada (coarse grained) p(r)
que es una funcién de p(r) no local en cada punto r de nuestro sistema. Se puede pensar en p(r)
como si fuera una especie de densidad promediada en un volumen relacionado con el alcance de
las interacciones. Los picos en la densidad local son suavizados en p(r) y no corremos el riesgo
de evaluar la energia libre en puntos donde el empaquetamiento alcanza valores fisicamente
inalcanzables.

En la aproximacién WDA la energia libre de exceso se escribe como

Fe) = [ drp(x)pes (p(x)), 2.16)

donde ¢,y es la parte de exceso de la energfa libre por particula en un sistema uniforme. Para
el sistema de esferas duras de didmetro ¢ podemos usar la ecuacién de estado casi exacta de
Carnaham-Starling [43]:

45 — 31

con 77 = Zpo? la fraccién de empaquetamiento o fracciéon de volumen ocupado por esferas. Para
poder operar con (2.16) nos falta una descripcion de p(r). Una posibilidad es [42, 44]

plr) = [ drp(x)w(r—r), (2.18)

con w(r) una funcién peso. Para su determinacién se impone que esté normalizada y que el
funcional recupere de forma razonable el limite de un fluido uniforme. Es decir, en la manera de
lo posible la funcién de correlacién directa que resulta de la diferenciacién funcional (ecuacién
2.11) ha de estar en buen acuerdo con la aproximacién de Percus-Yevick [45]; una aproximacién
referente en la teoria de liquidos uniformes. La eleccién mds sencilla posible para w(r) es una
funcién escalén:

3
—_  r<co
w(r) =4 4ne® =7 2.19
(r) {0, Y (2.19)

Esta eleccién reproduce alguna caracteristica importante de la funcién de correlacién directa,
como la discontinuidad en r = ¢, pero sobrestima el alcance de la misma. Aun asi se obtiene un

19



2. Funcional de la densidad para particulas duras anisétropas

funcional que proporciona resultados cualitativamente buenos en situaciones como la interfase
entre el fluido de esferas duras y una pared dura, o la transicién fluido-sélido [42, 44]. Tarazona
[46] propuso una funcién peso con una dependencia en la densidad para mejorar la descripcién
de la funcion de correlacion directa ¢(r) que se desprende del funcional. Con esta nueva funcién
la densidad pesada resulta:

p(r) = [ drp(r)w(le—r|,p(). (220)

Esta nueva definicién introduce, al hacer la derivada funcional, nuevos términos en c(r) y por
tanto se puede obtener un peso que reproduzca mejor las correlaciones de volumen. Podemos
asumir que w(r,p) se puede desarrollar en una serie de potencias de la densidad:

w(r,p) = wo(r) + wi(r)p + wy(r)p* + ... (2.21)

La condicién de normalizacién sobre w(r, p) implica necesariamente

1, i=0
/drwi(r) = { 0 i—12 . (2.22)

Usando el desarrollo en potencias de la densidad de w(r) dado por (2.21) y diferenciando el
funcional segtn (2.11) se obtiene un desarrollo en potencias de la densidad de la funcién de
correlacién directa. Podemos comparar dicho desarrollo con el que se obtiene de una expansiéon
del virial de c(r), y de esa forma recabar la informacion necesaria para las funciones peso w;.

Es facil ver que wy(r) es de nuevo la funcién escalén dada por (2.19) y para wq(r) se obtiene
una ecuacion integral que ha de resolverse numéricamente. Para el resto de coeficientes w;, i > 2
se necesitan también los coeficientes del desarrollo de 1.x(p), la energia de exceso por particula
de un sistema uniforme. Noétese que en este punto hay una pequefia inconsistencia. Por un
lado usamos la ecuacién de estado de Carnaham-Starling y por otro pretendemos recuperar las
correlaciones de la aproximacién de Percus-Yevick. Sin embargo, las correlaciones y la energfa de
exceso por particula estan relacionadas por medio de la integral de volumen de la ¢(r). Debido a
esta inconsistencia no es posible la identificacién término a término de w; para i > 2.

Una alternativa es truncar el desarrollo de (2.21) en i = 2 realizando un ajuste del peso wy(r)
para que se obtenga una buena descripcion de ¢(r) en todo el rango (si se trunca el desarrollo en
i = 1 tnicamente se reproduce el comportamiento de ¢(r) en un rango de densidades pequeio).
El mejor resultado se obtiene con

5103 (6 qpr 2 <
wz(r)—{ R (6125 +5(5)%), r<o (2.23)
’ r>0

Con la p(r) asi construida se recupera bastante bien la ¢(r) de Percus-Yevick en un rango de
densidades muy amplio, hasta aproximadamente p = 0.80 2.

El funcional WDA construido de esta forma es capaz de describir satisfactoriamente situa-
ciones espacialmente muy inhomogéneas tales como el sélido de esferas duras o la interfase
entre esferas duras y una pared dura [46].
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2.3. Aproximaciones a la energia de exceso en sistemas simples

Existen otras formas de promediar la densidad entre las que destaca la teoria de Curtin y
Ashcroft [47]. En lugar de hacer una expansién en densidad para calcular el peso, este se calcula
numéricamente para que el funcional recupere la funcién de correlacién de Percus-Yevick en
todo el rango de densidades. Evidentemente el coste computacional es mucho mayor.

También merecen una mencién las teorias WDA basadas en un peso que es independiente de
la posicién, por ejemplo la MWDA de Denton y Ashcroft [48] o la GELA de Lutsko y Baus [49].
La implementacién de estas aproximaciones es més sencilla a costa de una peor descripcién del
sistema.

2.3.4. Teoria de las medidas fundamentales (FMT)

Rosenfeld [50, 51] propuso en la tltima década del S. XX un nuevo tipo de funcionales bajo el
nombre de teoria de las medidas fundamentales. Son especificos para cuerpos duros y tienen
una estructura completamente diferente, basada en la geometria molecular en lugar del volumen
excluido entre dos particulas. En su formulacién original la energia de exceso para una mezcla
de esferas duras se puede escribir como

BEsl{pi}] = [ dxl{n (0} (2.24)

donde p; es la densidad de la especie i y la energia libre de exceso @ se escribe como funcién de
1y, que son promedios de las medidas fundamentales de las particulas:

ne(x) = Z/ dx’pi(x’)wi(“)(x —x). (2.25)

(@)
i
clave en la teoria. Se obtienen haciendo una descomposicién de la funciéon de Mayer como una

Las funciones peso w;"’ estdn relacionadas con la geometria de las moléculas y son un punto

suma de convoluciones de funciones peso. En el caso de esferas duras existe una tinica descom-

posicion de este tipo que involucra 6 funciones wf“). En el caso particular de un sistema HS en
3D dos funciones peso son escalares que representan el volumen y la superficie de la esfera y
una tercera es un vector de superficie (las otras son proporcionales a estas tres).

Haciendo un andlisis dimensional y teniendo en cuenta las relaciones que se obtienen de la
teoria de la particula escalada?, se obtiene facilmente una expresién para la energia de exceso
@. El funcional asi construido reproduce muy bien situaciones altamente no uniformes como
la adsorcién de esferas duras en una pared dura a presiones altas. Otras ventajas importantes
son que estd formulado para mezclas multicomponentes y que las funciones de correlacién se
obtienen rdpidamente a partir de los pesos. Al aplicarlo a un fluido uniforme monocomponente,
el funcional de Rosenfeld recupera la ecuacién de estado y la funcién de correlacion de Percus-
Yevick (nétese la diferencia con las teorias WDA, construidas explicitamente para que se obtenga
este comportamiento). A pesar de estos buenos resultados, el funcional falla por completo en el
estudio del s6lido de esferas duras, pues predice que es siempre inestable frente al liquido.

En una fase sélida cada particula estd confinada en una cavidad cuasi-OD donde en promedio

la ocupacién varia entre 0 y 1. Cuando se estudia el limite 0D con el funcional de Rosenfeld se

2En particular que abrir en un fluido uniforme una cavidad esférica de radio R — oo supone un trabajo PV con P la
presién y V el volumen de dicha cavidad [52, 53]. Veremos la teoria de la particula escalada en el capitulo 7.
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2. Funcional de la densidad para particulas duras anisétropas

obtiene una divergencia en la energia libre, que en esencia es el origen del fallo de la teoria en la
descripcién del sélido.

Esta interpretacion propici6 el desarrollo de funcionales basados en FMT desde otro punto de
vista conocido como reduccién dimensional (dimensional crossover). Consiste en imponer que el
funcional recupere el limite exacto en cavidades cuasi-0D [54, 55]. El resultado son funcionales
que al aplicarlos en otras dimensiones recuperan la solucién exacta de Percus en 1D [56] y en
2D la bien conocida teoria de la particula escalada, pero se obtiene una ecuacién de estado en
3D no demasiado buena. Para resolver esto, Tarazona [57] propuso una modificacién en uno
de los términos del funcional de Rosenfeld incorporando un peso tensorial. Dicho funcional no
tiene divergencias en el limite 0D, recupera el resultado exacto en 1D y reproduce la funcién de
correlacién y ecuacién de estado de Percus-Yevick para el fluido uniforme. Respecto a la fase
s6lida, describe adecuadamente la estructura, aunque falla en las densidades de coexistencia
debido a que el fluido se describe con la ecuacién de estado de Percus-Yevick. Se pueden mejorar
las densidades de coexistencia si se modifica el funcional de forma que se obtenga la ecuacién

de estado de Carnahan-Starling [58], pero entonces empeora la descripcion del sélido.

2.4. DFT en particulas duras anisétropas

Hasta ahora hemos visto cémo aplicar DFT a fluidos simples donde la funcién de distribucién
de una particula p(r) viene determinada tnicamente por la posicién del centro de masas. Para
describir correctamente un cristal liquido necesitamos conocer no solo la posicién del centro de
masas de las particulas sino también su orientacién. La funcién de distribucién de una particula
es p(r,Q) y nos da informacién sobre la densidad de moléculas que en la posicién r tienen
los ejes orientados segiin QQ = (6,¢). Integrando sobre las variables angulares se obtiene la
distribucién de densidad, que da cuenta de la densidad de particulas en r con independencia de
su orientacion:

o(r) = / i0p(r, Q). (2.26)

Sin pérdida de generalidad podemos escribir la funciéon de distribucién de una particula como
o(r, Q) = p(r)f(r, Q), donde f, la funcion de distribucién angular, tiene en cuenta la fraccién de
particulas que en la posicién r estdn orientadas segtin (). Se sigue de esta definicién la condicién

de normalizacién para f:
/' dQf(r,Q) = 1. Vr. 2.27)

Vamos a empezar estudiando el tratamiento de fases espacialmente uniformes (un nematico
de volumen por ejemplo), para las cuales se tiene p(r, Q) = pf(Q), con p = cte.

Como ya hemos mencionado en el capitulo 1, la estabilidad de las distintas fases que forman
los cristales liquidos se ha tratado desde dos puntos de vista diferentes. La teoria de Maier y
Saupe [9] atribuye dicha estabilidad a fuerzas atractivas anis6tropas entre las particulas. Por otro
lado, los trabajos de Onsager dieron origen al estudio de modelos con interacciones puramente
repulsivas. La ganancia en volumen accesible y en entropia rotacional es el mecanismo responsa-
ble de la estabilidad en este tipo de modelos. Este acercamiento permite comprender los efectos
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que la geometria molecular tiene a la hora de estabilizar una u otra fase y siempre es posible la
inclusién de un término atractivo para obtener potenciales mds realistas. Onsager en 1949 [26]
uso el desarrollo exacto del virial para demostrar que un sistema de esferocilindros duros tiene
una transicién isétropo I-nematico N. Este trabajo fue pionero en el estudio de transiciones de
fase en cristales liquidos.

Existen al menos otras dos razones por las que el trabajo de Onsager merece una mencién
especial. En primer lugar, hasta entonces se pensaba que cualquier desarrollo del virial truncado
no podia explicar una transicién de fase. En segundo lugar, se utilizaron de forma implicita
técnicas que una década después dieron origen a la teoria del funcional de la densidad.

Onsager truncé el desarrollo del virial a orden 2 de forma que la expresién resultante solo
es valida para densidades bajas. En otras palabras, la teorfa de Onsager es exacta en el limite
de moléculas muy largas y estrechas (que es cuando la transicién I-N tiene lugar a densidades
bajas). Veamos la teoria de Onsager en el lenguaje DFT. La parte ideal es la generalizaciéon de
(2.9) a sistemas con grados de libertad orientacionales:

Fulp] = kT/dr/de(r,Q){ln[ASp(r,Q)] “1). (2.28)

Para la parte de exceso hacemos un desarrollo del virial (recordemos que estamos tratando fases
uniformes, de manera que p(r, Q) = pf(Q)):

pEll = o1 f] 4 S Bl + 3Bl + 229)

y nos quedamos solo con el coeficiente de orden 2:
f% /dQ / aQ' F(Q) F(Q) /drfM(r, 0,Q)). (2.30)

Dado que la funcién de Mayer (fy; = e #? — 1) en sistemas duros es —1 si hay solape entre
las dos particulas y 0 en caso contrario, se puede reescribir la energia de exceso en términos del

volumen excluido:

FE"U / a0 / A0 F(Q) F(Q ) Ve (Q, ), (2.31)

donde V. (0, Q) es el volumen excluido entre dos particulas con orientaciones y Q, es
decir, la integral de la funcién de Mayer a todo el volumen con signo cambiado. En el caso de
esferocilindros duros:

4
Vere(Q, Q) = 27D?L + 5nD3 +2L2D|sin /|, (2.32)

siendo v = 7(Q, (Y) el dngulo que forman los ejes principales de los esferocilindros. Cuando
dos particulas se sitian paralelas (y = 0) el volumen de exclusién es minimo.

La teoria de Onsager aplicada a esferocilindros duros predice una transiciéon de fase entre un
estado isétropo y un nemético. Esta transicion es consecuencia de la competicién entre la entropia
rotacional y la entropia configuracional. Cuando la densidad es suficientemente pequefia, y por
tanto las particulas apenas se sienten unas a otras, es la parte ideal la que gobierna el estado
del sistema. El resultado es la estabilidad de la fase is6tropa, en la cual la entropia rotacional es
maéxima porque el nimero de microestados con las particulas orientadas al azar es muy superior
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a cualquier otra configuraciéon. Conforme aumentamos la densidad, las particulas comienzan a
sentirse unas a otras y la parte de exceso gana peso en la energia libre total. Dicha parte de exceso
es minima cuando las moléculas se sitdan paralelas, minimizando de esa forma el volumen
excluido (2.32) y por tanto aumentando el volumen accesible por particula (incrementando la
entropia configuracional). Para una densidad suficientemente alta, el balance entre la entropia
orientacional y la configuracional se invierte y el sistema sufre una transicion isétropo-nemaético.

Onsager demostré que para L/D suficientemente grande y en la fase is6tropa se verifica:

Bs; D
B%Nfbg(L/D)—m, L/D — oo, (2.33)

2

de manera que se puede prescindir del coeficiente B33. Supuso ademés que la tendencia seria
igual en el resto de coeficientes y por tanto es razonable quedarnos solo con el coeficiente B;. Sin
embargo, esto es valido tinicamente para relaciones de aspecto muy grandes L/D ~ 10> — 10
[59]. Para valores de L/D caracteristicos de los cristales liquidos hay un fuerte desacuerdo entre
las densidades de coexistencia IN que predice la teoria de Onsager y las obtenidas por simulacién.
La razén de este desacuerdo es que la aproximacién de quedarnos tinicamente con el coeficiente
B, del desarrollo del virial no es aceptable para relaciones de aspecto pequefias.

Se han propuesto varias alternativas para mejorar la aproximacién y conseguir una buena
descripcién en sistemas donde la elongacién de las particulas tenga valores pequefios. Un camino
obvio es la incorporacién de maés coeficientes del virial a la energia de exceso, pero la lenta
convergencia de la serie del virial unido a la dificultad para calcular nuevos coeficientes més alla
de B3 o B4 hacen inviable esta alternativa. Otras posibles rutas son la perturbacién de un sistema
de esferas duras para incluir la anisotropia de las moléculas, o la teoria de la particula escalada,
que veremos en el capitulo 7. De todas ellas destacamos la desarrollada por Parsons [60] que fue
reescrita afios mds tarde desde otro punto de vista por Lee [61], y se conoce actualmente como
la aproximacién de Parsons-Lee o de forma mas general como teoria de Onsager extendida. La
idea de Parsons fue introducir la dependencia orientacional en la funcién de distribucién radial
a través de un escalamiento en la coordenada radial

2(r,Q,Q) = g(r/0o), (2.34)

donde ¢ es una funcién que depende de las orientaciones moleculares y del vector que une
sus centros de masas: ¢ = o(r, Q},Q)). Esta simplificacion de la funcién de correlacion a pares
permite ficilmente obtener una expresién para la energia de exceso de nuestro sistema en funcién

de g(r/0). Si ahora usamos la g(r) correspondiente a un fluido de esferas duras uniforme se llega

a:

Fex PUO / / / ’ /

—= = dQ [ dQ'f(OQ) f(Q) Vexc (Q, Q) 2.35

R Vese (2,00 235
donde L% es la energia de exceso por particula de un sistema de esferas duras uniforme (de
volumen vg) y VS es el volumen excluido de dos esferas duras. En el limite de densidades

pequefias BY!S(p)/VHS — p/2 y se recupera la aproximacién de Onsager (2.31). Somoza y

Tarazona [62] mostraron como recuperar (2.35) con un argumento mds intuitivo. Partimos del

3En la fase nematica es necesario que la desviacién tipica del éngulo promedio que forman las particulas sea superior a
D/L para que se verifique que B3/B3 — 0, L/D — co.
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desarrollo del virial dado por (2.29) y expresamos todos los coeficientes, salvo el By, en términos
de los coeficientes de un sistema de referencia segtin:

LU (2.36)
Bref 1
2
Introduciendo (2.36) en (2.29) se tiene
F, 1 B B
ﬁl\;x _ (pBgef 1 +> Br?f — (p)B’%f' (237)
2 2

y tomando como sistema de referencia el de esferas duras se recupera la aproximacién de Parsons-
Lee (2.35). Queda claro desde este enfoque que la aproximacién consiste en describir correcta-
mente el segundo coeficiente del virial y el resto aproximarlos por los de un sistema de referen-
cia conocido. Si el sistema de referencia que elegimos no tiene grados de libertad orientacionales,
como el sistema de esferas duras, estamos desacoplando los grados de libertad orientacionales
y traslacionales en todos los términos del desarrollo del virial de orden superior a 2. No obs-
tante dicho desacoplo no tiene lugar a orden 2 del desarrollo, y por tanto el nombre decoupling
approximation que Parsons acufié en virtud de (2.34) no es del todo afortunado.

Lo tinico que falta por determinar es coémo hacemos la correspondencia o el mapeado entre
nuestro sistema y el sistema de referencia de esferas duras. La eleccién mads sencilla es que, dada
una densidad, la fraccién de empaquetamiento sea la misma en ambos sistemas, lo que equivale
a igualar los volimenes moleculares. Aplicado al sistema de esferocilindros duros, el funcional
de Parsons-Lee recupera bastante bien la ecuacién de estado obtenida por simulaciones, siendo
las diferencias mds notables en el régimen de densidades altas. Se puede mejorar el acuerdo con
las simulaciones si en lugar de igualar el volumen molecular en ambos sistemas (el real y el de
referencia) se escoge que la fraccién de empaquetamiento maxima sea la misma. En cualquier
caso los resultados obtenidos con esta aproximacién son mejores de lo que en principio cabria
esperar. Somoza y Tarazona [62] compararon los primeros coeficientes del virial de (2.36) con
los de simulacién y concluyeron que es probable que una fortuita cancelacién de errores sea la
responsable de los buenos resultados.

Se han propuesto modificaciones a la teoria de Parsons-Lee, como por ejemplo utilizar como
sistema de referencia la fase is6tropa del fluido que estemos estudiando en lugar del sistema
de esferas duras [63, 64] o bien modificar (2.36) de forma que se recuperen de forma exacta
coeficientes mas alla del By [65]. Como resultado se obtienen ecuaciones de estado maés precisas

[66], pero a cambio la complejidad del calculo aumenta considerablemente.

2.4.1. Fases no uniformes

El funcional de Parsons-Lee que acabamos de ver da una descripcién satisfactoria de fases uni-
formes. Es ttil, por ejemplo, en el tratamiento de fases is6tropas o nemadticas de volumen. Si
queremos estudiar situaciones donde la densidad no es constante, como la interfase isétropo-
nematico, es necesario contar con un funcional que tenga en cuenta la dependencia espacial de
la funcién de distribucion p(r, Q0). Para poder tratar sistemas donde la variacion de la densidad
sea rdpida (un esméctico por ejemplo) serd necesario ademds que el funcional incluya una de-
pendencia no local en la funcién de distribucién. Podemos por tanto generalizar la teoria WDA
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2. Funcional de la densidad para particulas duras anisétropas

(2.16) a sistemas con grados de libertad rotacionales de forma que nuestro funcional recupere de
manera aceptable las correlaciones entre particulas:
6% BFex

@ (¢ ¢ N __ 9 Plex
Y r,0,0) 3o(x, Q)op(r, Q) (2.38)

La falta de conocimiento sobre la funcién de correlacién en este tipo de sistemas hace que
cualquier avance en este sentido sea muy complicado. Poniewierski y Holyst (PH) plantearon un

funcional basado en esta idea [67, 68]. La parte de exceso es como en (2.16), pero en esta ocasiéon

p se construye teniendo en cuenta el orden orientacional:

5(r) = /dr’ / a0 /dn/w(r,r',n,n') FeQ)F(, Q)p(r). (2.39)

Siguiendo los mismos pasos que en fluidos simples, la funcién peso w deberia ser tal que me-
diante la diferenciacién del funcional (2.38) se recuperase la funcién de correlacién directa de un
fluido uniforme is6tropo. Debido a la dificultad de ese cédlculo se exige en su lugar recobrar el
limite de Onsager para particulas muy elongadas. Para ello basta con imponer

w(rr,Q,0) = —fulr—r,0,Q")/(2B)), (2.40)
Pex(p) = pB3 + Byes’ (1) — 41, (2.41)

siendo Bl el coeficiente del virial de segundo orden en la fase is6tropa, fj la funcién de Mayer
y $5° la ecuacién de estado de Carnahan-Starling para esferas duras. El peso w hace que el
promedio espacial de p tenga lugar en el volumen excluido entre dos particulas. Es andlogo a la
primera formulacién que vimos de la teorfa WDA en fluidos simples (2.19). De hecho, al aplicarla
en el limite L/D — 0 de un sistema de esferocilindros duros se recupera la primera version WDA
propuesta por Tarazona [44, 42] para esferas duras. Poniewierski y Holyst estudiaron con este
funcional el diagrama de fases de volumen de esferocilindros duros. La teoria recupera razona-
blemente bien los resultados de las transiciones IN y NSm obtenidos por simulacién. Predice un
punto triple INSm para L/D = 2.46 (por simulaciones se sabe que esta localizadoen L/D = 3.7
[29]) y un punto tricritico en la rama NSm para L/D = 2.99. En dicho punto la transicién NSm
pasa de ser de primer orden a ser continua cuando aumentamos la elongacién molecular (los
altimos datos de simulacion disponibles [69] arrojan evidencias claras de que la transicién es de
primer orden hasta L/D — oo, si bien no se puede descartar la posibilidad de que existan dos
puntos tricriticos).

Somoza y Tarazona desarrollaron, de forma simultdnea al trabajo de Poniewierski y Holyst,
un funcional para el tratamiento de cuerpos duros anisétropos [62, 70, 71], que salvo pequenas
modificaciones es el que usaremos en nuestros célculos. El desconocimiento de las correlaciones
en sistemas con grados de libertad orientacionales junto con la dificultad para interpretar fisica-
mente el significado del promedio angular en la construccién de p hizo que los autores siguieran
un camino alternativo. En lugar de intentar construir un funcional basado en una densidad pe-
sada p(r, Q) propusieron una generalizacion del funcional de Parsons-Lee (2.35) para fases no

uniformes. La parte de exceso en la teoria Somoza-Tarazona (ST) se puede expresar como:

(¥) 00 40 r, ), O s~ 1,0, )
[dr'o(x') fPHE (r — 1)

Faulp) = [ drp(e) 2 (o) L 22 @42)
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Para entender esta generalizacién hay que tener en cuenta varios puntos. Sabemos del modelo
Parsons-Lee que el sistema de esferas duras se puede utilizar como sistema de referencia para
particulas anisétropas, obteniendo una buena descripcién de la termodindmica. Sin embargo
no es suficiente para describir la estructura de las correlaciones. Piénsese por ejemplo en fases
con orden orientacional donde la anisotropia de las particulas se tiene que ver reflejada en las
funciones de correlacion. Para intentar mejorar este punto se toma como referencia un sistema
de elipsoides duros paralelos (PHE) en lugar de esferas duras. Se espera que un sistema de
referencia asi proporcione una descripcién de las correlaciones en fases con orden orientacional
cualitativamente correcta. Ademaés es especialmente ttil pues la termodindmica de PHE y de un
sistema de HS es la misma [69] y por tanto podemos usar la ecuacién de estado de este tltimo
(con el escalamiento apropiado). El mapeado del sistema real al sistema de referencia de PHE no
es tinico y como veremos es un punto importante. Al igual que en sistemas simples, la energia
de exceso por particula de nuestro sistema de referencia )/'F se evaltia en una densidad pesada
P que tiene en cuenta los efectos no locales.

Por dltimo se ha modificado la ratio entre los coeficientes del virial de segundo orden (ver
(2.37)), que debe corregir las diferencias entre el sistema de referencia y el real. Pasa a expresarse
en términos de la funcién de Mayer y se pesa con la densidad local. Es también una forma de
tener en cuenta que las interacciones no son locales y da un paso mas alla en el desacoplo de los
grados de libertad traslacionales y orientacionales.

Un funcional construido segun (2.42) recupera en el limite uniforme (o(r, Q) = pf(Q)) la teoria
de Parsons-Lee. Respecto a la funcién de correlacion, el término de orden cero es la funcién
de Mayer [72], algo que el funcional recupera exactamente con independencia del sistema de
referencia. La esperanza es que una buena eleccién del sistema de referencia también sea capaz de
describir de forma correcta las correlaciones en un rango amplio de densidades. En este sentido
hay dos puntos a tener en cuenta: la forma en que pesamos la densidad al evaluar y2/F(p) y la
manera en que se realiza el mapeado de nuestro sistema al de PHE.

La densidad se pesa conforme a la segunda propuesta de Tarazona para sistemas simples [46],
ver (2.21); solo hay que tener en cuenta una deformacién que transforme el sistema de HS a PHE.
La teoria de Somoza-Tarazona incorpora por tanto una funcién peso que en fluidos simples recu-
pera las correlaciones a densidades altas. El otro punto destacado es el mapeado entre PHE y el
sistema real, que si bien no debe modificar cualitativamente el diagrama de fases, es importante
para que el acuerdo a nivel cuantitativo sea correcto [73]. La eleccién de Somoza y Tarazona fue
que en ambos sistemas las componentes del tensor de inercia guardaran la misma relacién junto

con igualdad de volumen molecular.

Existen diferencias importantes entre el funcional que acabamos de ver y el propuesto por
Poniewierski y Holyst. En el limite L/D — 0 la teoria ST recupera el funcional construido con
una expansién a segundo orden en densidad de la funcién peso, mientras que el funcional PH es
una teoria a orden cero. Ambos funcionales se apoyan de un sistema de referencia para obtener
una expresion de la energfa libre en el sistema real y ambos recuperan correctamente el segundo
coeficiente del virial B,. En la teorfa ST el resto de coeficientes se reescalan, de igual forma que
en el modelo Parsons-Lee. Por contra, en el funcional PH el coeficiente B, se obtiene de forma

correcta introduciendo un termino més en la energia de exceso que tiene en cuenta las diferencias
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con el sistema de referencia, sin realizar correccién alguna al resto de coeficientes.

No cabe duda de que las teorias tipo WDA son muy ttiles para describir sistemas no uniformes
con grados de libertad orientacionales. No obstante adolecen de los mismos inconvenientes que
en sistemas simples, es decir, es necesario conocer a priori la ecuacién de estado y las correla-
ciones del fluido uniforme. Seria interesante contar con un funcional basado en la teoria de las
medidas fundamentales aplicado a este tipo de sistemas. En este sentido Rosenfeld desarrollé
una extension de la teorfa FMT para cuerpos duros convexos [74]. Sin embargo, el volumen ex-
cluido de dos cuerpos duros convexos no se puede descomponer (salvo para HS) como suma
de convoluciones de funciones peso, que es precisamente el punto clave en FMT. Esto provoca
que no se recupere la funciéon de Mayer como limite de la funcién de correlacién directa a densi-
dades pequerias. Se han propuesto algunas soluciones, como la interpolacién entre el funcional
de Onsager (para recuperar el limite de densidades pequefias) y el funcional de Rosenfeld para
HS, debida a Cinacchi y Schmid [75]. Aplicada esta teoria a un fluido uniforme, los resultados
son peores que los obtenidos por el funcional Parsons-Lee. Pero dejando de lado la calidad de
los resultados, que seguramente se puede mejorar con pequefios cambios, este tipo de soluciones
ad hoc son en esencia iguales a las propuestas que se realizan en los funcionales tipo WDA y no
suponen por tanto un avance significativo desde un punto de vista fundamental. Recientemente,
Martinez-Ratén et al. [76] han propuesto un funcional FMT para mezclas de cilindros duros pa-
ralelos cuyos resultados estdn en muy buen acuerdo con las simulaciones. La extensién de este

tipo de funcionales a particulas libremente rotantes parece ser un camino complejo.

2.5. Funcional WDA para un fluido de esferocilindros duros

En esta secciéon vamos a describir con cierto detalle el modelo tedrico que usaremos en el
tratamiento del sistema de esferocilindros duros en los tres préximos capitulos. Dicho modelo,
desarrollado por Velasco et al. [73], estd basado en la idea del funcional de Somoza-Tarazona que
acabamos de ver.

En todos los sistemas que vamos a tratar iinicamente tendremos orden espacial a lo largo de
una direccion particular, que de aqui en adelante serd el eje z. En el plano XY el sistema es

uniforme.

2.5.1. Funcién de distribucién angular y pardmetros de orden

La funcién de distribucién de una particula viene determinada por p(z, Q) = p(z)f(z, Q). Toda
la informacién sobre el estado orientacional de nuestro sistema estd recogida en la funcién de
distribucién angular f(z, Q2). Una posibilidad es hacer un desarrollo en armoénicos esféricos de

forma que
0 m=l 2] +1 (172)
feo =Y ¥ (%) ), 49
[=0m=-—1

donde Y/" es el arménico esférico de grado I y orden m. Los coeficientes del desarrollo fi,,(z)
son, junto con la densidad p(z), nuestras variables con las que minimizar el funcional. A pe-
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sar de que se puede reducir el nimero de coeficientes necesarios (si existe simetria cabeza-cola,
como por ejemplo esferocilindros, todos los términos con ! impar del desarrollo han de ser nulos
y si ademads hay simetria de rotacién en el angulo azimutal los términos con potencias impares
en sin¢ también son nulos) una minimizacién funcional usando el desarrollo anterior es com-
putacionalmente muy costosa. Cuando el orden alrededor del director es apreciable, como por
ejemplo en un esméctico, el niimero de términos que tenemos que incluir en (2.43) es del orden de
centenares, haciendo que en la préctica sélo sea posible una descripcion tan detallada de f(z, Q)
en situaciones muy concretas, por ejemplo en fases espacialmente homogéneas donde los coefi-
cientes f,,, no tienen dependencia en z. Una posible solucion a este problema es parametrizar la

funcién de distribucién angular. Nosotros hemos escogido la siguiente parametrizacion:

eA1(2)Pa(cos 0)+Az(2) sin? § cos 2¢+A3(z) sin 26 cos ¢

f(z,Q) (2.44)

- f d Qe (z)Pa(cos 0)+A,(2) sin? 0 cos 2¢+A3(z) sin20 cos ¢’

donde P, es el polinomio de Legendre de segundo orden . Esta definicién asegura la condicién
de normalizacién impuesta por (2.27). El estado orientacional del sistema viene determinado
en cada punto z por el conjunto {A;(z)}, que junto con p(z) son las variables con respecto a
las cuales se ha de minimizar el funcional. En el estado isétropo todas las orientaciones son
equiprobables y por lo tanto f(Q) = cte que equivale a hacer A; =0, i = 1,2,3. El hecho de usar
una parametrizacion para la funcién de distribucién angular influird en los resultados finales. Sin
embargo, es esperable que las variaciones sean pequefias y no modifiquen los resultados desde
un punto de vista cualitativo.

Para estudiar el estado orientacional del sistema es conveniente definir el conjunto de pardme-
tros de orden orientacionales correspondientes al subespacio [ = 2

m(z) = [ dQPy(cosd)f(z,02),
op(z) = /dQsin20c0324)f(z,Q), (2.45)
vp(z) = /dﬂsinZQcosgbf(z,Q).

Noétese que, salvo constantes, los pardmetros de orden #, 07,V se corresponden con los co-
eficientes fy, f21, f2o respectivamente del desarrollo en arménicos esféricos dado por (2.43). El
subindice L (laboratorio) hace mencién a que estdn definidos en un sistema de referencia fijo;
en este caso miden el orden respecto al eje z. Por lo general es mds comodo rotar el sistema de
referencia de laboratorio a un sistema de referencia propio. Supongamos que el director n vive
en el plano ZX, formando un dngulo de tilt i con el eje z. Se tiene entonces:

1= yPa(cos ) + Sosin®y,
op = nsin® ¢ + %0(1 + cos® 1), (2.46)

1
v = sin2y — EasinZgb.

“Esta parametrizacion seria exacta si el desarrollo en arménicos esféricos del potencial intermolecular incluyera tnica-
mente términos con I = 0,2. Lo que equivale a suponer un campo medio efectivo para cada molécula con simetria
1=02
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2. Funcional de la densidad para particulas duras anisétropas

En este nuevo sistema de referencia los pardmetros de orden son: (z) el dngulo de tilt que
forma el director con el eje z, 77(z) el pardmetro de orden uniaxial y o(z) el pardmetro de orden
biaxial. Un estado isétropo se caracteriza por un valor nulo de 77 y o (el tilf no estd bien definido
en un is6tropo). En un nemaético uniaxial, como por ejemplo en una fase de volumen, se tiene
# > 0y o = 0. En situaciones donde exista biaxialidad, por ejemplo una interfase planar entre
un is6tropo y un nemaético, tendremos # > 0y o # 0. El pardmetro de orden biaxial, o, describe
si el movimiento alrededor del director es circular o = 0 o eliptico o # 0.

A lo largo del presente trabajo nos referiremos siempre al sistema de referencia propio que
acabamos de ver. En la literatura es muy frecuente referir los pardmetros de orden al sistema de
referencia de laboratorio. En ese sistema de referencia una situacién con 7 < 0 implica que las
particulas se estdn orientando en el plano perpendicular a la direccién sobre la que se mide el
orden, bien sea de manera uniforme en dicho plano (¢ = 0) o no (07 # 0).

Las ecuaciones (2.45) definen una relacién biunivoca entre el conjunto de pardmetros de orden
orientacionales (ya sea en el sistema de referencia de laboratorio o en el propio) y las A;, de modo
que podemos usar unos u otras como variables de nuestro funcional.

Una vez contamos con una parametrizacién para la funcién de distribucién angular escribimos
la energia libre como un funcional de la funcién de distribucién de una molécula F|p] y de forma
usual hacemos la division en la parte ideal y de exceso F[p] = Fiz[p] + Fex[p]-

2.5.2. Parte ideal

La parte ideal (2.28) se puede desarrollar en dos partes. Sea A el area transversal A = [ [dxdyy
supongamos que el sistema se organiza en el eje z. Entonces

%f[p] = /O:O dzp(z)[Inp(z) — 1] + /o; dzp(z) /dﬂf(z,ﬂ) In(47tf(z,Q)), (2.47)
donde se ha eliminado deliberadamente el término pIn A3 con A la longitud de onda de Broglie.
Es proporcional al ntimero de particulas y por lo tanto eliminarlo solo supone un desplazamiento
del origen de potencial quimico®. De igual forma hemos afadido otro término pIn(47) con la
Unica intencién de que, por comodidad, se anule la segunda parte de (2.47) en la fase is6tropa
(fiso(n) = 1/4m).

En un sistema duro la energfa libre es F = —ST con T la temperatura y S la entropia. Luego,
si cambiamos el signo, la ecuacién anterior se puede interpretar como la suma de una entropia
traslacional y otra rotacional. Esta tiltima se puede desarrollar con la eleccién de la funcién de
distribucién angular (2.44) y los pardmetros de orden (2.45) resultando

k18,01(2) = — /dﬂf(z,ﬂ)ln(47‘(f(z,ﬂ)) = —M(z)nL(z) — Aa(z)or(z) — As(z)vp(z) +
dﬁ A1 (2) Pa(cos 8)+As(z) sin? 6 cos 2¢+As(z) sin 26 cos ¢
+ln/ e 2 5 L (2.48)

Por motivos numeéricos resulta mds ttil minimizar el funcional respecto a los pardmetros de

orden en lugar de hacerlo respecto al conjunto {A;}. Sin embargo, no podemos olvidarnos de

5Podriamos también eliminar el término que va como —p pero se suele dejar pues al calcular el gradiente del funcional
con respecto a p cancela en parte la derivada de pIn p.
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2.5. Funcional WDA para un fluido de esferocilindros duros

{A;} ya que son necesarias en el calculo de la entropia rotacional y en la descripcion de la fun-
ci6én de distribucion angular. Obtener la relacion entre {A;} y el conjunto {#,07,vr} es costoso
computacionalmente hablando, de modo que para optimizar el cilculo construimos previamente
una tabla que tiene como entrada los pardmetros de orden y como salida el valor de la entropia
rotacional y {A;}. Dicha tabla barre todo el rango de pardmetros de orden a intervalos constan-
tes y después se interpola para obtener los valores que sean necesarios. De esta forma hemos
transformado el problema de obtener {A;} mediante el uso de (2.45) a una interpolacién en tres
dimensiones.

Todavia podemos optimizar un poco mads el proceso. Para ello rotamos al sistema de referencia

propio {#,,}. Se puede demostrar que en dicho sistema se cumple

A1(z) = Ao(z,1,0) + A1(z,17,0) cos 2y,
3 1
Ay(z) = EA()(Z, n,0)— §A1(Z,17,0') cos 2y,
A3(z) = A1(z,n,0)sin2y, (2.49)
Srot(z,1,0,9) = Swt(z,1,|0]).

Podemos entonces construir una tabla con {7, |c|} como entrada y {Syot, A1, A2} como salida,
para un angulo de tilt ¢ fijo. Usando las relaciones anteriores se puede despejar el valor de A; y
con él calcular A3 para cualquier 1. Hemos conseguido reducir una variable, de forma que ahora
tenemos que interpolar en una malla en dos dimensiones, ganando por tanto tiempo de célculo
y precision, ya que podemos hacer mas fino el mallado de la tabla.

2.5.3. Parte de exceso

La parte de exceso del funcional se puede expresar segtin (2.42). Escrita en términos de la funcién
solape entre dos esferocilindros, Vex.(r— 1/, 3, ') (es la funcién de Mayer con el signo cambiado),
resulta:

PHE I' , ,
Fulp /d pPHE ) Yex 7 (P(0)) o /drp /dﬂ/dn (£, Q) f(r, Q) WVere(r — 1, Q,Q),  (2.50)

donde hemos definido
Ppye(r /df p()WVLdE(x—1). (2.51)

El solape entre dos elipsoides paralelos solo depende de la separacién de sus centros de masas,
no de las orientaciones, y por ello VEHE = VIHE (r — /).

Para tener una descripcién completa nos falta por determinar dos aspectos: el mapeado entre
nuestro sistema de esferocilindros duros HSC y el sistema de referencia de elipsoides duros

paralelos PHE y la forma en la que construimos la densidad pesada p.

Sistema de referencia

Sean 0 y ¢, la longitud y la anchura de los elipsoides del sistema de referencia. La cuestion es
cémo relacionarlos con las dimensiones L y D del sistema HSC. Una eleccién sencilla e intuitiva
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2. Funcional de la densidad para particulas duras anisétropas

es demandar igualdad de volumen molecular (equivale a igual fraccién de empaquetamiento) y

misma relacién de aspecto:

_ ma 4 Dy Dy
UHSC = UpPHE = 5L = 5”(5) + ”(E) L,
L+D ¢
L+0D = J' (2.52)
D o)
Estas dos condiciones nos permiten relacionar las dimensiones en ambos sistemas
% LNY? o L\
— =1+= , —=|1+—= , 2.53
Oeq ( + D) Teq + D (2.58)

donde Ug’q = cTHcTi, es decir, es el didmetro equivalente de una esfera con el mismo volumen que
el elipsoide del sistema de referencia. Esta elecciéon del sistema de referencia difiere de la original

presentada por Somoza-Tarazona basada en el tensor de inercia.

Cilculo de la densidad pesada

La evaluacién de la energia de exceso en el sistema de referencia se hace sobre una densidad
pesada p que introduce parte de la no localidad en el funcional. Se calcula segun [77]:

p(r) = [ dsco(lslipp(x+7s), (254

donde ¢ es un tensor. En el sistema de referencia del director ¢ es diagonal y tiene por compo-
nentes 0| en el eje paralelo al director y 0} en los perpendiculares. De esta forma se consigue que
el sistema de referencia rote localmente, apuntando el eje mayor de los PHE en la misma direc-
cién que el director local. Por lo tanto permite el tratamiento de fases ordenadas espacialmente
y en las que el director o bien no es constante o bien forma un dngulo con la direccién a lo largo
de la que se estructura el sistema. El ejemplo mas claro, aunque no es el tnico, es un esméctico
de tipo C. Una descripcién detallada de como rotar localmente el sistema de referencia PHE se
puede encontrar en el apéndice de la referencia [73].

El peso w consiste en un desarrollo en potencias de la densidad, de igual forma que en fluidos
simples (2.21), pero teniendo en cuenta la deformacién que transforma un sistema de HS en uno
de PHE:

w(|sl;p) = wo(|s]) + pewr(Is]) + p*wa(Is])- (2.55)

Hemos utilizado los mismos pesos w; que vimos en sistemas simples (en [78] se puede encon-
trar una descripcién para esferas duras y en [77] teniendo en cuenta la transformacién a PHE).
Se puede ver una representacién en la figura 2.1(a). Usando el desarrollo anterior de la funcién
peso, p se puede expresar en términos de tres densidades p; con i = 0,1,2, donde

pi(r) = [ dswi(ls])p(s +5) (256)

de modo que,
p(r) = py(r) + Py (1)p(x) + P, (1)p(x). (2.57)
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\(b‘) T

1 0 1
2/ (L+D)

FIGura 2.1.: (a) Pesos w;, i = 0,1,2 que se usan en la construccioén de p. Se ha integrado sobre las variables
(x,y). (b) p (linea continua) y p (linea discontinua) para un perfil que corresponde a un esméctico tipo
A.

Tenemos por tanto una ecuacién de segundo orden para p cuya tnica solucién con sentido
fisico [46] es

209 .

(1=p1) + ((1=p1)% — 4ppp,) /2

p= (2.58)

En la figura 2.1(b) hemos representado p y p en una fase esméctica. Existe un desplazamiento
entre ambas: cuando p es maxima p es minima y viceversa. Este desplazamiento estd relacionado
con el volumen de exclusién que una molécula ejerce a su alrededor. Una vez encontrada p
evaluamos la energia de exceso por particula 2/ (p) segtin la ecuacién de estado de Carnahan-
Starling (2.17).

Apliquemos ahora que nuestro sistema se organiza a lo largo del eje z. Es facil darse cuenta de
que Ppyg, es decir, la densidad promediada con el volumen de un PHE (2.51), se puede escribir
en funcién de p, como:

4
Ppue(z) = (37we3q) Po(2), (2.59)

de forma que finalmente podemos escribir la parte de exceso como:

F PHE 5
Fexlp] / dz e 22 /dz p(z)é(z,7; [f]), (2.60)
PPHE

donde se ha introducido en la notacién la funcién ¢, a la que llamaremos potencial efectivo, y
que contiene todas las integrales angulares.
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2. Funcional de la densidad para particulas duras anisétropas

2.5.4. Calculo del potencial efectivo

Durante el calculo de la energfa libre la mayor parte del tiempo de maquina se consume en la

evaluacién de lo que hemos denominado potencial efectivo:
8z 251) = [0 [0 f(z 0)f(Z,0) Auclz ~ 2, 0,0, (2.61)

donde Aexc(z —2/,Q,€)) es el area excluida entre dos esferocilindros cuyos centros de masas
distan una cantidad z — 2z’ a lo largo del eje z y tienen orientaciones (3 y Q' (véase la figura
2.2(a)). Es decir,

Aere(z —2,0,0Q) = / ARV, (z — 7, R, Q,Q), (2.62)

con R = (x,¥) y Vexe la funcién solape. Este drea es en principio analitica, pero un célculo
general para cualesquiera orientaciones ), Q' es complejo y por ello se han seguido varias rutas
alternativas en el calculo del potencial efectivo.

Método 1: desarrollo de Fourier

Este método para el calculo del 4rea excluida, originalmente propuesto por Poniewierski et al.
[67], se usé en el estudio del sistema semi-infinito [79] que veremos en el préximo capitulo. Es
bastante més lento que los siguientes y por tanto vamos simplemente a esbozar el célculo. El
lector interesado puede encontrar los detalles en las referencias [73, 80].

Se hace una expansion de Fourier para el drea excluida:

o0

Aexe(2,0,0) = Y A, (Q, )3, (2.63)

n=—oco

con k, = nmt/(L+ D) (el intervalo [-L — D, L + D] es la regién donde el 4rea excluida puede
tomar valores no nulos). Las componentes Fourier del desarrollo A, (Q, Q') se calculan previa-
mente a la minimizacién del funcional y se almacenan en una tabla. Para su cdlculo es necesaria
una integral sobre el volumen excluido de dos esferocilindros con orientaciones Q, (¥, que se
puede realizar de forma sencilla si se rota el sistema de referencia. En la practica se trunca la
expansién para un n dado. En nuestro caso hemos utilizado las primeras 21 componentes del
desarrollo de Fourier, realizando célculos selectivos con 30 componentes para comprobar que
los resultados eran correctos. Las integrales angulares de (2.61) se realizaron con una cuadratura
Gaussiana, utilizando 12 raices y de nuevo verificando la precision de los resultados con 20 raices.

Método 2: 1a funcién solape

Este método fue originalmente propuesto por Cinacchi [81] y es el que hemos usado en el estudio
del confinamiento de fases fluidas entre paredes simétricas [82] y asimétricas [83]. Supone una
gran mejora en la precisioén y eficiencia del calculo. Escribimos la integral sobre el plano XY del
drea excluida (2.62) en coordenadas polares dR = rdrd¢

N 27 oM :1 27 5 5
Acsc(z,0,0) = [T ap [Trar = 5 [T dg{odi(e) 39}, @64
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2.5. Funcional WDA para un fluido de esferocilindros duros

FIGURA 2.2.: (a) Representacion esquemadtica del volumen excluido de dos HSC (linea punteada) y el area
excluida cuando la separacion de sus centros de masas es z — 2’ a lo largo del eje z (region sombreada).

(b) Representacién gréfica de oy, y o

donde 0y, y op son funciones de ¢,z, Q0 y V. Para unos valores fijos de ¢,z,Q y €/, las fun-
ciones 0y, y oy determinan el intervalo de puntos donde los dos esferocilindros solapan (véase
la figura 2.2 (b)). Para obtener los valores de oy, y o basta recorrer la linea recta fijada por ¢
a intervalos pequefios, preguntdndonos en cada uno si hay o no solape entre las dos particu-
las. Con este método generamos una tabla que contiene como entradas z, ) y Q' y como salida
Aexc. Hemos eliminado una sumatoria (sobre los coeficientes del desarrollo Fourier) respecto al
método anterior y mejorado la precisién por dos motivos. En primer lugar, la eliminacién de
una sumatoria permite aumentar el nimero de raices utilizado para las integrales angulares en
(2.61), que pasa de 12 a 64. Por otro lado, el calculo previo de A,y se puede hacer todo lo preciso
que queramos pues Unicamente se realiza una vez con anterioridad a la minimizacién funcional.
Nosotros hemos calculado la integral en ¢ de (2.64) con la regla del trapecio y 10° puntos en el
intervalo [0,27] y las funciones ¢y, y 0 se han determinado con una precisién de 10~7(L + D).

Método 3: interpolacién del potencial efectivo

Aun con la mejora en la evaluacién del drea excluida que acabamos de ver, el calculo del
potencial efectivo (2.61) supone hacer una integral cuddruple en las variables angulares asi
como la evaluacién de las funciones de distribucién angular. Sigue siendo un proceso lento
que se repite millones de veces a lo largo de la minimizacién del funcional. Como la funcién
de distribucién angular estd completamente determinada por el conjunto de pardmetros de or-
den {7,0,9}, es claro que el potencial efectivo se puede escribir como una funcién de ellos:
&(z,25m(2),0(2),9(2),4(2'),0(2"), p(z')). Se puede construir una tabla que en lugar del area ex-
cluida almacene los valores del potencial efectivo y tenga por entradas la separacién z — 2’ y los
pardmetros de orden en z y z. De forma parecida a como hicimos con la entropia rotacional,
podemos interpolar para encontrar el valor de ¢ que sea necesario. En general esta alternativa no
es viable por dos motivos. Primero, una tabla precisa con esas caracteristicas (7 entradas y una
salida) tendria un tamafio que consumiria los recursos de memoria de una maquina estdndar. Por
otra parte no ganariamos demasiado si en lugar de realizar una integral cuaddruple tenemos que
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2. Funcional de la densidad para particulas duras anisétropas

interpolar una funcién de 6 variables. Sin embargo, resulta muy ttil cuando podemos describir
el sistema solo con el pardmetro de orden uniaxial #: en tal caso tenemos 3 entradas y sustitui-
mos la integral angular cuddruple por la interpolacién de 2 variables. Es por ello que se us6
esta forma de calcular el potencial efectivo en el estudio del confinamiento de la fase esméctica
[84, 85]. Dicha tabla se construy6 con un paso Ay = 0.01 en el intervalo € [—0.40,0.99].

2.5.5. Aproximacion para fases fluidas

En los dos préximos capitulos vamos a tratar la interaccién de un fluido isétropo o nematico
de esferocilindros duros con superficies. Los perfiles de densidad en este tipo de situaciones
presentan variaciones relativamente suaves. Por ello se ha usado la aproximacién de sustituir
p(r) por la densidad local p(r) en el funcional (2.50). Con esta aproximacién el funcional es una
extensién de la aproximacién de Parsons-Lee para el tratamiento de fases no uniformes. Se ha
comprobado la validez de esta aproximacién en los casos en los que se ha usado. Por supuesto,
la utilizacién de una u otra produce resultados que no son exactamente iguales; por ejemplo
los perfiles de los pardmetros de orden en la interfase isétropo-nemdtico son, como veremos,
algo diferentes. No obstante, cualitativamente no se espera ningtin cambio y hemos verificado,
mediante calculos selectivos con ambas aproximaciones, que las diferencias son pequefias. Por
ello estd justificado el uso de dicha aproximacién en el tratamiento de fases isétropas y nematicas,
ya que simplifica sustancialmente los calculos. En el estudio de fases esmécticas, donde existe una
rapida variacién de la densidad, no se puede usar esta aproximacién y es necesario incorporar p
para tratar bien los efectos no locales (incluso con la aproximacién de sustituir p por la densidad
local, el funcional sigue incorporando efectos no locales, aunque débilmente).

2.5.6. Apuntes finales

Terminamos la seccién dedicada al funcional con algunos detalles de menor importancia sobre
la minimizacién.

Potencial externo

Cuando introducimos en el sistema un potencial externo incorporamos un nuevo término al

funcional que tiene la forma

Foxt[p] = /dr/dﬂp(r,ﬂ)vext(r,ﬂ), (2.65)

con eyt €l potencial externo. En el presente trabajo de tesis se usard vey para modelizar los
efectos de una superficie, pero podria servir también para tratar otras situaciones como campos
eléctricos, gravitatorios...

Gran potencial y tensién superficial

Por el tipo de sistemas que vamos a tratar resulta de mayor utilidad trabajar en el colectivo macro-

canodnico. En lugar de minimizar la energfa libre de Helmholtz, minimizamos el gran potencial

Q=F—uN, (2.66)
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donde y es el potencial quimico y N = [ drp(r) el nimero de particulas. Generalmente le restare-
mos el gran potencial en el volumen

0Qy=-PV, (2.67)
siendo P la presién y V el volumen. De forma que minimizamos el exceso de gran potencial:

Q—Qy=F—uN+PV. (2.68)

Detalles numéricos

Las integrales sobre las variables espaciales z y z’ se han realizado con la regla del trapecio y
con un mallado tal que la longitud del esferocilindro queda dividida entre 60 y 150 veces, de-
pendiendo de la precisién necesaria. El funcional se ha minimizado siguiendo el método de los
gradientes conjugados con pequenas modificaciones (ver seccién A.2 en el apéndice), estable-
ciendo como criterio que un perfil estd equilibrado cuando el médulo del gradiente por punto
es ¢ < 107®—107® (en unidades donde kT = 1,0,; = 1). Algunas situaciones han requerido
procedimientos especiales. Tal es el caso del prewetting, el esméctico de volumen o la interfase
fluido-esméctico, que veremos mas adelante. Por lo general son necesarias entre 100 y 4000 itera-
ciones para que un perfil converja. La elevada variacion se debe a muchos factores tales como
el perfil inicial, el ancho de la celda de minimizacién, la fase, presién... El rapido avance de los
procesadores de calculo, las sucesivas mejoras en los esquemas numeéricos y las distintas situa-
ciones tratadas hacen que sea dificil estimar de forma sencilla el tiempo necesario para minimizar

un perfil estdndar, que tipicamente varia entre unos pocos minutos y varios dias.

El funcional, construido como acabamos de ver, recupera de forma satisfactoria el diagrama
de fases de volumen obtenido por simulaciones [73] asi como la interfase libre is6tropo-nematico
[80]. Al igual que en el funcional PH también aparece un punto tricritico en la rama NSm que
no estd presente en las simulaciones [69]. Sin embargo, y a diferencia del funcional PH, esta
localizado para relaciones de aspecto muy grandes. A la vista de estos resultados esperamos que
el funcional sea capaz de dar una buena descripcién de la interaccién superficie-cristal liquido.
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3. Interaccion superficie-cristal liquido

3.1. Introduccion

Muchas de las aplicaciones de los cristales liquidos estdn basadas en la interaccién entre un
nemaético y una superficie. El caso mds tipico, pero no el tinico, son los displays basados en
cristales liquidos (LCD) cuyo funcionamiento esbozamos en el capitulo 1. Por tanto, comprender
el comportamiento microscépico de la interaccién entre un cristal liquido y una superficie va mas
alla del puro interés académico. Es de vital importancia en el disefio de dispositivos basados en
cristales liquidos, asi como en la optimizacién de su respuesta.

La presencia de una superficie rompe la simetria del sistema alterando la estructura del cristal
liquido. Los efectos asociados se pueden clasificar en tres categorias interrelacionadas [86]: orden
superficial, wetting y anchoring. Los modelos mas sencillos basados en teorias del tipo Landau-de
Gennes [87, 88, 89, 90, 91] han servido para mostrar la fenomenologia basica que cabe esperar
en estos sistemas y otros aspectos importantes como el vinculo entre los fendmenos de wetting
y anchoring o la relacién entre la interaccién sustrato-nemaético y el orden de las transiciones de
wetting. La utilidad de estos modelos es indiscutible, pero también tienen varias limitaciones. Por
citar alguna, no es posible estudiar situaciones donde la densidad varie rdpidamente. Ademas,
desde un punto de vista fundamental, no siempre queda clara la relacién entre los pardmetros
fenomenolégicos del modelo y las propiedades microscépicas del sistema. En este sentido es
necesario contar con modelos microscépicos sencillos que incorporen el acoplamiento entre los
grados de libertad orientacionales y traslacionales. Unos buenos candidatos son los modelos de
interaccién dura. Las simulaciones de estos sistemas [92, 93] y los célculos usando el funcional de
la densidad [94, 95] muestran que las interacciones de cuerpos duros contienen la fisica relevante.
Particularmente interesante es el modelo de esferocilindros duros ya que tiene una fase esméctica
estable, algo que no ocurre por ejemplo en elipsoides duros. Se sabe por célculos con el funcional
de la densidad [94, 96] y por simulaciones Monte Carlo [97] que existe wetting completo por
nemadtico en el sistema de esferocilindros duros en contacto con una pared dura, pero no se han

estudiado otro tipo de sustratos.

Nosotros, haciendo uso de un funcional de la densidad capaz de describir fases espacialmente
inhomogéneas (capitulo 2), hemos analizado el comportamiento de esferocilindros duros libre-
mente rotantes en contacto con una superficie. La superficie es modelizada por un potencial
externo capaz de modificar las condiciones y la intensidad del anchoring, lo cual nos permite

explorar diferentes configuraciones.

Antes de pasar a los resultados vamos a explicar muy escuetamente en qué consisten los
fenémenos de anchoring y wetting.
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Ficura 3.1.: Liquido-vapor en coexistencia y en contacto con una superficie en tres situaciones: (a) wetting

parcial, (b) wetting total o completo, (c) drying completo o wetting completo por la fase de vapor.

3.1.1. Anchoring

Cuando un nemdtico se pone en contacto con un sustrato, este induce, por lo general, una orien-
tacion en las moléculas del cristal liquido. El fenémeno se denomina anchoring (anclaje) y se
conoce desde principios del siglo XX [98]. Es parecido al crecimiento epitaxial que experimentan
algunos s6lidos en contacto con superficies. En ausencia de campos externos u otras interfases la
orientacién se propaga a largas distancias, evitando de esta forma el coste energético que supon-
dria una no uniformidad del director. En funcién de la orientacién relativa respecto al sustrato
se suele hablar de anchoring homeotrépico (director perpendicular a la superficie), anchoring pla-
nar (director en el plano de la superficie) o anchoring inclinado (situacién intermedia entre las
dos anteriores). A su vez, el anchoring planar puede ser degenerado, es decir, el director se dis-
tribuye uniformemente en el plano de la superficie, o no degenerado en caso contrario (también
se denomina a esta situacién anchoring homogéneo).

Los mecanismos fisicos que hay detrds de este fenémeno son muy variados [86]: interacciones
puramente entrépicas, impurezas en el cristal liquido, interacciones de tipo dipolar o cuadrupo-

lar...

3.1.2. Wetting

Las transiciones de wetting o transiciones de mojado fueron estudiadas por primera vez en 1977
en los trabajos independientes de Cahn [99] y Ebner y Saam [100]. En esta seccién vamos a
comentar muy rdpidamente algunos de los aspectos més relevantes. En la literatura se pueden
encontrar detalladas revisiones tedricas sobre el tema, por ejemplo las de de Gennes [101], Sulli-
van y Telo da Gama [102] o Dietrich [103]. Para un enfoque experimental consultar por ejemplo
los trabajos de Jérome [86] o de Boon y Ross [104].

Existen multitud de sistemas que exhiben transiciones de wetting. Nos vamos a ayudar de uno
muy sencillo para ver las caracteristicas generales. Se trata de un sistema liquido L vapor V
en coexistencia y en contacto con una superficie S, que por sencillez vamos a considerar inerte.
Es decir, solo tratamos la interaccién de la superficie con las moléculas del fluido mediante un
potencial externo. Un esquema de esta situacion estd representado en la figura 3.1. El balance de
fuerzas entre las tensiones superficiales sustrato-liquido 7s;, sustrato-vapor sy y liquido-vapor

YLy se conoce como la ecuacién de Young [105] y determina el estado final del sistema:

Ysv = vsr + vyrveos(6), (3.1)
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6 se denomina usualmente dngulo de contacto. Cuando 6 = 0 (ver parte (b) de la figura) se
tiene ysy = vsp + yrv vy la situacién energéticamente mdas favorable es interponer una capa
macroscopica de liquido entre el sustrato y la fase de vapor, que suponemos en volumen. Se
dice entonces que existe wetting total o completo. En el lado opuesto se tiene § = 7 (apartado
(c) de la figura) y por tanto ys;, = sy + yrv. Es decir, una capa macroscépica de vapor crece
entre el sustrato y el liquido. Se suele hablar en este caso de drying (secado) completo, si bien
es también comun referirse a él como wetting completo por la fase de vapor. El resto de estados
intermedios 0 < § < 7 corresponde a situaciones de wetting parcial. En ellos la capa adsorbida
sobre la superficie tiene un espesor microscépico.

La ecuacién (3.1) se puede escribir como |ysy — ys| < yrv; en este caso el wetting completo
se alcanza cuando se da la igualdad. Expresada de este modo nos da una idea de las condiciones
necesarias para que se dé una transicion de wetting, es decir el paso de una situacién de wetting
parcial a completo. Supongamos que nos situamos sobre la linea de coexistencia liquido-vapor
y variamos la temperatura acercdndonos al punto critico. y;y se hace cada vez mas pequefa y
tiende a cero como

yv ~t7F, (3.2)

donde t es la temperatura reducida (t = (T, — T)/T) y p el exponente critico, que en este caso es
u = 1.3. Cahn argumenté que ysy — 51 tendfa a cero como la diferencia en densidades de las
fases liquida y de vapor:

Ysv —ysL ~ pv — pL ~ tP. (3.3)

Como B = 0.33, es decir B < u, suficientemente cerca del punto critico se ha de cumplir que
Ysv — ¥sL = YLv Y por lo tanto tiene lugar una transicién de wetting. Aunque el razonamiento es
en parte erréneo, pues la diferencia entre las tensiones superficiales tiende a cero de forma mads
compleja, el hecho de que suficientemente cerca de un punto critico tiene lugar una transicién de
wetting es una conclusion sélida.

En general las transiciones de wetting son de primer orden, pero también se da el fenémenos de
wetting continuo o transicién de wetting de segundo orden. Variando el potencial de interaccién
entre el fluido y el sustrato es posible obtener los dos comportamientos. En la figura 3.2 vemos
las caracteristicas de ambos (supongamos que tenemos la fase de vapor en volumen y se pro-
duce wetting completo por la fase liquida). Las gréficas superiores corresponden a una hipotética
situacién de wetting continuo y las inferiores a una transiciéon de wetting de primer orden. En (a)
y (d) vemos el diagrama de fases en el plano potencial quimico-temperatura. g es el potencial
quimico de la coexistencia liquido-vapor. Antes de llegar a la temperatura critica T, se produce
la transicién de wetting Ty. Si la transicién es de primer orden (d) hay asociada una linea de
prewetting fuera de coexistencia que arranca tangencialmente en Ty y muere en un punto critico
de carécter bidimensional. A lo largo de la linea de prewetting coexisten dos estados que difieren
en el espesor de la capa de liquido adsorbida sobre la superficie.

Un parametro que puede resultar muy ttil para estudiar estas transiciones es la adsorcién, I'.
La definicién mds apropiada depende de cada sistema. En nuestro ejemplo, la fase que crece
es la liquida y podemos definirla como la integral de p(z) — py a todo el semiespacio ocupado
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Ficura 3.2.: Diferencias en el comportamiento entre una transiciéon de wetting continua (fila superior) y
una de primer orden (fila inferior). En (a) y (d) el diagrama de fases en el plano potencial quimico-
temperatura. En (b) y (e) la adsorcién como funcién del potencial quimico. (c) y (f) muestran el compor-
tamiento de la tensién superficial en relaciéon a la adsorciéon. Para detalles sobre cada figura consultar

el texto.

por el fluido. En la Fig. 3.2 (b) vemos su comportamiento en el caso de wetting continuo segin
aumentamos el potencial quimico (las trayectorias marcadas por flechas en (a)): T < Ty linea
continua, la adsorcién crece y se mantiene finita en la coexistencia liquido-vapor; T > Ty linea
discontinua, la capa adsorbida crece de forma continua y diverge (logaritmicamente para poten-
ciales de corto alcance) cuando se alcanza la coexistencia. En el caso de una transicién de primer
orden la adsorcién presenta una discontinuidad cuando atravesamos la transicién de prewetting
(e) y diverge en la coexistencia.

Supongamos ahora que fuéramos capaces de estudiar la tensién superficial en funcién del es-
pesor de la capa de liquido adsorbida. Estrictamente esto no es posible, fijadas unas condiciones
termodindmicas existe un espesor que minimiza la tensién superficial, siendo el resto de estados
inestables. No obstante, el espesor de la capa de liquido absorbida es una variable muy lenta,
siendo en la préactica factible hacer un estudio de este tipo con la teoria del funcional de la densi-
dad [106]. Ademas, es un punto de vista 1til para comprender las diferencias en la naturaleza de
las transiciones de wetting. Situémonos sobre la linea de coexistencia liquido-vapor. En el caso de
wetting continuo veriamos algo parecido a (c); para T < Ty (linea continua) hay un minimo para
un valor finito de I' que se desplaza hacia la derecha segiin aumentamos la temperatura, hasta
que finalmente diverge para valores de T > Ty (linea discontinua). Por contra, si la transicién
es de primer orden, la tensién superficial presenta dos minimos. Para Ty (parte (f) de la figura)
existen dos minimos absolutos, uno para valores finitos de I" y el otro para I' — oo.
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Ficura 3.3.: (a) Esquema de la geometria usada. El eje z es perpendicular al sustrato, que esta situado en
z = 0y permite que el esferocilindro penetre hasta el centro de masas. (b) esferocilindro con una

relacion de aspecto L/D = 5.

El sistema que queremos estudiar es conceptualmente muy parecido al que acabamos de ver
en el ejemplo. Se trata también de una superficie en contacto con dos fases que pueden presentar

una coexistencia, las fases isétropa y nematica de un cristal liquido.

3.2. Modelo

En la figura 3.3 (a) vemos un esquema de la geometria usada. El eje z es normal a la superficie,
que se sittia en z = 0. El sistema se supone uniforme en el plano XY vy el director n vive en
el plano XZ formando un dngulo ¢ con el eje z. Al dngulo ¢ se le conoce normalmente como
angulo de tilt. La superficie se ha modelizado por un potencial externo que excluye la posibilidad
de que los centros de masas penetren en el sustrato (tal y como se ve en la figura) y tiene ademads

una cola atractiva. Describiremos detalladamente el potencial de superficie en la seccién 3.2.2.

En cuanto al cristal liquido, hemos elegido esferocilindros duros con una relacién de aspecto
X = L/D = 5. Una representacién a escala se puede ver en la parte (b) de la figura. Todos los
resultados que se muestran a continuacién son para particulas con esa relacién de aspecto. No se
esperan cambios cualitativos para otras relaciones de aspecto siempre que estén por encima del

punto triple INSm de volumen.

Puesto que solo vamos a tratar fases fluidas (is6tropo y nematico) y esperamos que los perfiles
de los pardmetros de orden varien lentamente, hemos usado la versiéon extendida de la teoria de
Onsager (seccién 2.5.5) que resulta de aproximar la densidad promediada en la teoria Somoza-
Tarazona por la densidad local. Si el lector estd interesado en los detalles sobre la minimizacién

funcional los puede encontrar en la seccién A.2.

El estado de nuestro sistema viene descrito por cuatro parametros de orden que varian a lo
largo del eje z: la densidad p(z); el dngulo de tilt que el director forma con la normal a la
superficie ¢(z); el parametro de orden uniaxial #(z) y el pardmetro de orden biaxial ¢(z). Ya
vimos en 2.5.1 la descripciéon de cada uno de ellos.
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FIGURA 3.4.: Perfiles de densidad (izquierda), pardmetro de orden uniaxial (centro) y pardmetro de orden

biaxial (derecha) de la interfase IN para esferocilindros duros con L/D = 5. Las graficas superiores

para el caso en que el director es perpendicular a la interfase y las inferiores cuando es paralelo.

3.2.1. La interfase isétropo-nematico

Acabamos de ver que para estudiar el comportamiento de wetting es necesario conocer el valor
de la tensién superficial de la interfase libre isétropo-nemaético, asi que es el primer paso que
debemos dar. En la figura 3.4 se muestran los pardmetros de orden de dicha interfase en dos
situaciones: para un dngulo de tilt de 0°, es decir, el director perpendicular a la interfase (graficas
superiores) y para un tilt de 90° (graficas inferiores), o lo que es igual, con el director paralelo
a la interfase. Otras situaciones intermedias y una descripcién mds detallada se puede ver en la

referencia [80]. Algunos aspectos relevantes son:

¢ La configuracién de equilibrio es aquella en la que las particulas se sittan paralelas a la
interfase en el lado del nematico. La tension superficial varia de forma mds o menos lineal
desde ese minimo (,BLny‘I‘N = 0.0520) hasta el valor mds alto que se alcanza cuando las
moléculas se sitdan perpendicularmente a la interfase (BLD{3; = 0.0640). Esto supone una
diferencia con la teoria de Onsager, que para estas relaciones de aspecto pequefias presenta

un minimo espurio para un tilt aproximado de 30°.

® Cuando el angulo de tilt es pequefio el perfil de densidad no es monétono. Presenta un
minimo cerca de la interfase en el lado del is6tropo. El efecto se atentia al aumentar el tilt y
desaparece en el caso de la interfase planar (¢ = 77/2).

¢ Hay un ligero desplazamiento entre el perfil de densidad y el del pardmetro de orden
uniaxial en la localizacién de la interfase dictada por el punto de inflexién del parametro
de orden en cuestion.

® Cuando nos desviamos del caso perpendicular aparece una pequena biaxialidad en la inter-
fase con un minimo en el lado del isétropo. El hecho de que el pardmetro de orden biaxial
en el volumen no sea exactamente cero en el caso perpendicular es un resultado espurio

relacionado con la precision en las integrales angulares.

Todas estas apreciaciones estdn en acuerdo con los resultados de simulaciones [93, 107, 108]
y la teoria de Onsager (para particulas mas elongadas) [109, 96, 110, 111]. Si nos fijamos en las
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Modelo £1%  PND0
Onsager 0.779  0.840
Extendido  0.400 0.417
Monte Carlo 0.398 0.398

TaBLA 3.1.: Densidades de coexistencia isétropo p; y nematico py segin la teoria de Onsager, la version
extendida y simulaciones Monte Carlo [29] para esferocilindros duros con relacién de aspecto L/D = 5.
v es el volumen molecular. La precisién con la que fue realizada la simulacién Monte Carlo no permite

obtener las densidades de coexistencia, si bien no hay lugar a dudas sobre la naturaleza de la transicién.

densidades de coexistencia de las fases is6tropo y nemdtico (véase la tabla 3.1) vemos como el
acuerdo entre la versién extendida de la teoria de Onsager y las simulaciones Monte Carlo tam-
bién es bueno en este punto. Por el contrario la teorfa de Onsager predice unas densidades de
coexistencia muy altas para esta relacién de aspecto. Esto, unido al falso minimo en la tensién
superficial que comentamos anteriormente, pone de manifiesto importantes diferencias entre am-
bos funcionales. Sin embargo, en la literatura se suelen tratar ambas aproximaciones como si
fueran el mismo modelo y se hace notar que las diferencias tan solo implican un cambio de es-
cala en la densidad y la presion.

Nos podemos preguntar cémo de buena es, en esta situacion, la aproximacién que hemos
usado y que consiste en sustituir la densidad promediada por la densidad local. Para ello hemos
estudiado la interfase IN con el funcional WDA. Los resultados son muy similares (incluso en
el valor de la tensién superficial). La diferencia mds significativa es una pequefia estructuracién
en capas (layering) que tiene lugar en el lado del nemaético. Dicha estructura es mas pronunciada
cuando el director es perpendicular a la interfase (nétese que esta no es la situacién de equilibrio),
se va atenuando segtin aumentamos el dngulo de tilt y finalmente desaparece (o nuestra limitada
precision no nos permite verla) cuando el director es paralelo a la interfase. En la figura 3.5 se ha
representado el perfil de densidad de la interfase con el director perpendicular (a), asi como una
ampliacién de la region donde aparece el layering (b).

Este fenémeno fue observado por primera vez hace décadas [112] en simulaciones de la inter-
fase liquido-vapor de fluidos simples, aunque los resultados fueron sometidos a fuerte contro-
versia por el pequefio tamario del sistema simulado. La evidencia experimental clara lleg6 afios
maés tarde con el estudio de metales liquidos [113, 114]. Las simulaciones Monte Carlo [115, 116]
mostraron que no era un fenémeno exclusivo de metales liquidos y que estd acoplado con las
fluctuaciones que tienen lugar en el plano perpendicular a la interfase (llamadas ondas capilares).
Se conoce como perfil intrinseco aquel que obtendriamos si fuéramos capaces de “eliminar” las
ondas capilares. En ese hipotético caso verfamos un perfil bastante estructurado. Por efecto de
las fluctuaciones las oscilaciones en la densidad se amortiguan. Dicha amortiguacién depende
del tamafio que tenga la interfase en el plano transversal. A mayor tamafio tendremos fluctua-
ciones en un rango de longitudes de onda mayor y el amortiguamiento aumentara. Un funcional
de la densidad exacto describiria correctamente las fluctuaciones a todas las longitudes de onda
y por lo tanto veriamos el perfil intrinseco amortiguado por efecto de las ondas capilares. Los
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F1GURA 3.5.: (a) Perfil de densidad de la interfase IN usando el funcional WDA. En (b) vemos una ampliacién
de la regién del nematico donde tiene lugar el layering. El director es perpendicular a la interfase, es

decir, no se trata de la situacién de equilibrio.

funcionales aproximados, como el WDA, no son capaces de describir correctamente el efecto de
las fluctuaciones a todas las longitudes de onda, solo a escala microscépica o un poco mads alla.
Una consecuencia de esto es que, de manera efectiva, se puede interpretar el perfil resultante
como el perfil que obtendriamos si el tamafio de la caja en el plano perpendicular de la interfase
fuera finito [117, 118], del orden de unas pocas longitudes moleculares. Recientemente Checa et al.
[119] han llegado a la misma conclusién estudiando funcionales de tipo WDA, proporcionando
ademds un método para extraer informacién sobre el ancho efectivo al que corresponden los
perfiles obtenidos de la minimizacién del funcional, que los autores estiman en ~ 10 longitudes

moleculares.

3.2.2. Interaccion cristal liquido - superficie

Realizar un modelo microscépico realista de la interacciéon entre el cristal liquido y el sustrato es
algo que no estd al alcance de las posibilidades de calculo actuales. Por ello la interaccién cristal
liquido-superficie se ha modelizado mediante un potencial externo. Esto introduce un término
extra en la energia libre de Helmholtz:

Foulo] = / dr / 400(t, ) vext (1, Q) (3.4)

siendo vy el potencial externo, que en nuestro caso depende tinicamente de la coordenada z
(recuérdese que en el plano XY el sistema es uniforme). Sea z = 0 la localizacién de la superficie.
Entonces, nuestra eleccion de v,y; se puede escribir como:

00, z<0

3.5
Voe_"‘sz(Q . Z), z>0 5.5

Veu(z, Q) = {

donde P, es el polinomio de Legendre de segundo orden. Esta eleccién del potencial externo
nos permite variar la orientacién del director cerca de la superficie. La parte espacial afecta
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FIGURA 3.6.: Representaciéon esquematica de nuestra eleccién del origen de coordenadas (z = 0) cuando el

sustrato favorece anchoring homeotrépico (izquierda) u homogéneo (derecha).

Unicamente a los centros de masa de las particulas, pero la orientacién se ve afectada por el
polinomio de Legendre. Este favorece un alineamiento paralelo a la superficie cuando Vp es
positivo (anchoring planar) y perpendicular cuando Vj es negativo (anchoring homeotrépico). En la
figura 3.6 hemos representado las dos situaciones: anchoring homeotrépico (izquierda) y anchoring
planar (derecha). El esquema muestra una forma alternativa de entender el potencial. En lugar de
pensar en una superficie localizada en z = 0 (linea negra en la figura) que es permeable hasta los
centros de masa, podemos imaginar que la superficie se encuentra desplazada en una cantidad
que varia en funcién del anchoring (L/2+ D/2 para i = 0y D/2 para i = 7/2). Dado que el
sustrato es uniforme, es decir, favorece el mismo tipo de anchoring en toda su superficie, no hay
ninguna inconsistencia en esta interpretacion.

Un potencial externo muy parecido fue usado por Allen [92, 93] para el estudio de elipsoides
duros confinados. La eleccién de este potencial externo es particularmente ttil por dos motivos.
En primer lugar nos permite, variando un parametro, modelizar las propiedades orientacionales
de la superficie. La otra gran ventaja es que desacopla los grados de libertad orientacionales y
traslacionales, simplificando de esta forma la expresién en la energia libre. Esto no ocurre, por
ejemplo, en una pared dura.

Hay dos pardmetros libres en el potencial, « y Vj. El alcance est4 regulado por «, la longitud
de decaimiento inversa: cuanto més pequefia es « mds penetra la accién del potencial en el fluido.
Para la mayor parte de los calculos hemos tomado « = 0.30,;11 = 0.88(L + D)1, de modo que
el potencial externo decae de manera sensible para distancias superiores a la longitud de una
molécula. La intensidad viene determinada por Vj que ademds es, como ya hemos comentado,
el responsable de favorecer una orientacién paralela (Vy > 0) o perpendicular (Vj < 0). Entender
cémo este potencial afecta al orden posicional y orientacional del fluido es crucial para compren-
der los resultados que hemos obtenido, de forma que vamos a analizarlo con mds detalle.

Podemos dividir el potencial en una contribucién “dura” y una “blanda”. La parte dura (vext =
oo z < 0) no permite a los centros de masas atravesar la pared. En el caso més sencillo (Vy = 0)
esta es la tinica contribucién. Nétese que este caso no es una pared dura, ya que afecta solo a los
centros de masas. Se podria hablar de una pared dura sobre los centros de masa. Esta parte dura

favorece siempre una orientacion del director perpendicular a la pared, ya que de esta forma
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3. Interaccién superficie-cristal liquido

se consigue un mayor empaquetamiento de los centros de masa en el sustrato (el mismo efecto
se ha observado con potenciales muy parecidos [92, 93]). Es una clara diferencia respecto a un
potencial duro (sobre la superficie de la molécula), que favorece una orientaciéon del director
paralela a la pared [94, 95, 97, 96]. Si ahora hacemos V # 0 tenemos ademds una contribucién
blanda. Si V) < 0 las dos contribuciones favorecen un alineamiento homeotrépico, mientras que
para Vp > 0 hay una competicién entre ambas. Cuando Vj es positivo, pero no lo suficiente,
la parte dura prevalece y la orientacién sigue siendo homeotrépica. Sin embargo para valores
suficientemente altos es la parte blanda la que se impone y el sistema adopta una orientacién
planar. Veremos que ambos comportamientos estdn separados por una regién donde el sistema
tiene una primera capa con las moléculas perpendiculares a la pared, para después orientarse
de forma paralela. Este comportamiento es resultado de los distintos alcances de la parte dura y
blanda.

La figura 3.7 muestra los perfiles de los pardmetros de orden en las distintas situaciones posi-
bles. Observamos la fracciéon de empaquetamiento pvy, el dngulo de tilt del director ¢ y el orden
alrededor del director mediante los pardmetros de orden uniaxial # y biaxial o (recordemos que
los pardmetros de orden son respecto a un sistema de referencia local, dado por el director, y
no respecto a un sistema de referencia de laboratorio). Los distintos casos de la figura son el
resultado de variar la intensidad del potencial superficial V. En todos ellos el alcance del mismo
es a = 0.88(L+ D)~!. En la Fig. 3.7(a) V es negativo y por tanto ambas partes del potencial
favorecen un alineamiento homeotrépico de las moléculas. Cerca de la superficie se puede ver
un pequefio incremento del pardmetro de orden uniaxial que rdpidamente relaja hacia el valor
de volumen. Como se podia esperar la biaxialidad es nula en toda la caja. En la Fig. 3.7(b) se ha
impuesto un isétropo como condicién de volumen. Vj es positivo en este caso, pero no lo sufi-
ciente como para orientar las particulas paralelas a la pared y el sistema continua con simetria
uniaxial. Al aumentar progresivamente Vj, Fig 3.7(c), aparecen dos regiones con distinta orienta-
cién. Lejos de la pared la orientacién es planar (no degenerada), pero existe una regién pegada a
la superficie (del tamafio de una longitud molecular aproximadamente) donde el cristal liquido
se orienta perpendicularmente a la pared. En la interfase entre ambas regiones el parametro de
orden uniaxial tiende a cero y existe una pequefia biaxialidad. El origen de esta primera capa
de moléculas perpendiculares a la pared es el alcance diferente de las dos partes del potencial.
Los efectos de empaquetamiento (debidos a la parte dura) prevalecen a distancias pequefias pero
lejos de la pared es la parte blanda la encargada de orientar el nemdtico. Allen [92, 93] no encon-
tré este comportamiento con un potencial muy parecido, lo cual no es extrafio, ya que impuso
unas condiciones de anchoring muy fuertes (Vy/kT > 3 en nuestra nomenclatura). Es posible
hacer desaparecer esa primera region si aumentamos suficientemente V4. Es el caso de la Fig
3.7(d) donde la orientacién es planar en toda la caja. En todos los casos los perfiles tienen una
variacién suave y muestran una pequeiia adsorcién cerca de la pared.

En los perfiles de la Fig 3.7 (c) y (d) se aprecia una ligera biaxialidad. En el sistema de referencia
que hemos adoptado el significado de esta biaxialidad es que la funcién de distribucién orienta-
cional se separa respecto de una completa simetrfa azimutal alrededor del director. Recordemos
que el angulo de tilt ¢ se define como el dngulo que forma el director (obligado a vivir en el
plano XZ) con respecto al eje z, y por tanto los perfiles que obtenemos en (c) y (d) corresponden
a una situacién de anchoring planar no degenerado o anchoring homogéneo. Es comtn en muchos
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F1Gura 3.7.: Perfiles de los pardmetros de orden de un sistema de esferocilindros duros en contacto con una

pared (situada en z = 0). El potencial quimico se corresponde con el de la coexistencia de volumen
isétropo-nemdatico (¢ = pcoex). La longitud de decaimiento del potencial superficial es fija en todos los
casos (v = 0.88(L + D)~ 1) y variamos la intensidad del mismo. Por columnas: (a) Vy = —0.1kT; (b)
Vo = 0.05kT; (c) Vo = 0.5kT y (d) Vo = 4.0kT. pvg es la densidad por el volumen molecular (la fraccién
de empaquetamiento) representado en la primera fila, # es el pardmetro de orden uniaxial (segunda
fila), o el pardmetro de orden biaxial (tercera fila) y ¢ el angulo de tilt en grados (cuarta fila). En (a) y

(b) el pardmetro de orden biaxial y el angulo de tilt son cero en todo el rango.
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3. Interaccién superficie-cristal liquido

trabajos, como por ejemplo en [95], adoptar un sistema de referencia de laboratorio (véase el
apéndice A.1). En tal caso se mide el parametro de orden uniaxial P y biaxial R respecto de un
eje fijo, pongamos el eje normal a la pared z. Una situacién como la mostrada en 3.7 (d) tendria
P <0y R # 0, indicando que las moléculas se ordenan en una direccién perpendicular al eje z.
El caso P < 0y R = 0 (en nuestro sistema de referencia ¢ = 0, 7 < 0 y ¢ = 0) corresponde a una
situacién de anchoring planar degenerado, el director estd distribuido uniformemente en el plano
de la superficie. No vamos a tratar aqui esta situacién, pues es bien sabido que el caso no degene-
rado es mads estable para densidades préximas a las de la coexistencia IN. Existe una transicién de
fase que puede ser de tipo Kosterlitz-Thouless entre ambos estados (no degenerado-degenerado)
[91].

En todos los casos la densidad presenta una pequefia adsorcién cerca de la pared, siendo
maxima justo en la posiciéon donde se localiza el sustrato z = 0. El parametro de orden uni-
axial también aumenta cerca de la pared, pero a diferencia de la densidad, tiene un méaximo
desplazado. El desplazamiento es pequefio, del orden de media longitud molecular. Es conse-
cuencia de la parte dura del potencial, como asi se evidencia en simulaciones Monte Carlo sobre
sistemas parecidos [92, 120] y donde tiene lugar el mismo comportamiento. Nos indica que la
segunda capa de esferocilindros estd algo méds ordenada que la primera.

3.3. Resultados

Nos vamos a centrar en las transiciones de wetting. Dado que no estamos considerando fases
con orden posicional, como el esméctico (lo haremos en el capitulo 5), son posibles los siguientes

escenarios:

* Wetting completo por nematico. Una capa macroscopica de nematico se introduce entre la
superficie y la fase isétropa de volumen.

* Wetting completo por isétropo. Una capa macroscopica de isétropo se interpone entre el

sustrato y una fase nemadtica de volumen.

* Wetting parcial o no wetting. Cuando entre el sustrato y la fase de volumen se introduce
una pelicula (con una fase distinta a la de volumen) de espesor finito (microscépico).

Para localizar las transiciones de wetting hemos minimizado el funcional variando la intensi-
dad del potencial superficial V. Nos situamos en condiciones de coexistencia isétropo-nematico
(M = Mcoex) vy fijamos una condicién de contorno en el volumen (ya sea una fase isétropa o
nematica). Como resultado obtenemos los valores de la tensién superficial sustrato-nematico,
vsn (Vo), y sustrato-isétropo, vs; (Vo). Ademas, la adsorcion del nemadtico sobre el sustrato puede
ser de dos tipos, bien con las moléculas orientadas perpendicularmente a la pared gy, o bien
orientadas paralelamente a esta 'V|S|N' También es necesario conocer el valor de la tensién su-
perficial is6tropo-nematico, yjn, que no depende del potencial de la pared y por tanto solo la
calculamos una vez. Como ya comentamos anteriormente (seccion 3.2), la configuraciéon de equi-
librio de la inltlerfase libre IN para un fluido de HSC es aquella que tiene el director paralelo a

la interfase 7}y. No obstante, cuando la pared favorece una orientacién homeotrépica y la in-
terfase IN estd proxima al sustrato, es necesario calcular el valor de la tensién superficial de la
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Ficura 3.8.: Tension superficial en unidades reducidas v* = BLD+y de diferentes interfases (ver leyenda)

como funcién de la intensidad del potencial de superficie Vj. La longitud inversa de decaimiento del
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potencial es & = 0.88(L + D). Las lineas verticales marcan las transiciones de wetting ( VAL

y anchoring (VOA).

interfase IN con el director perpendicular a la interfase 775, Los valores en ambos casos son [80]
BLDAl\, = 0.0520 y BLDy1, = 0.0640.

Una vez tenemos los valores de las distintas tensiones superficiales podemos saber si existe o
no wetting completo haciendo uso de la regla de Antonow. Suponiendo que tenemos is6tropo en
volumen, la regla de Antonow queda como:

Ys1 = YsN + vincos(0), (3.6)

siendo 6 el angulo de contacto de la interfase IN con el sustrato. Entonces, si § = 0 tenemos wet-
ting completo por nematico, ya que es energéticamente mas favorable para el sistema interponer

una capa macroscopica de nemadtico entre el sustrato y el isétropo de volumen:
Ys1 = YsN +YIN  (wetting completo por nemético). (3.7)

Si en lugar de un isétropo tenemos un nemadtico en volumen, la ecuacion (3.6) se escribe

Ysn = Ys1 + yincos(6'), (3.8)

donde 60’ es el angulo de contacto de la interfase IN respecto a la pared cuando tenemos un
nematico en volumen. La condicién 6’ = 0 implica wetting completo por is6tropo, es decir, resulta
mads favorable interponer una capa macroscépica de isétropo entre la pared y el nematico de
volumen:

YsN = Ys1 +YIN  (wetting completo por is6tropo). (3.9)

En la figura 3.8 se muestran los valores de las tensiones superficiales ys; y sy como funcién
de V. Se ha restado convenientemente el valor de 7y para visualizar las transiciones de wetting.
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siendo su pendiente m = 2.1.

Los valores de o son negativos porque estamos considerando el sustrato como una fase inerte,
no teniendo en cuenta en el calculo de la tensién superficial la interacciéon entre las propias
moléculas del sustrato. Un modelo donde las moléculas del sustrato se traten explicitamente no
puede arrojar valores negativos para la tensién superficial. Si asi fuera, seria energéticamente
favorable aumentar indefinidamente la superficie de la interfase libre; algo carente de sentido.

Hemos encontrado dos transiciones de wetting (marcadas por las lineas verticales V"Nt y
VOW NII). Al aumentar la intensidad del potencial de superficie el sistema pasa de una situacién
de wetting completo por nemético con el director perpendicular a la superficie, a una situacién
de wetting parcial y finalmente aparece de nuevo un estado de wetting completo reentrante, esta
vez con el director paralelo a la superficie. En la regién de wetting parcial tiene lugar ademds una
transicién de anchoring entre dos estados con diferente orientacién (marcada en la figura por V).

Veamos detalladamente cada una de las transiciones.

3.3.1. Wetting completo por nemadtico con el director perpendicular a la pared

En la figura 3.8 vemos que la condicién ys; = 7yay + iy tiene lugar para Vy = VJVNL = OkT.
En el rango Vy < VJVN' tenemos wetting completo por nemético con el director perpendicular
a la pared ( = 0°). Un aspecto interesante es conocer la naturaleza de la transicién. Los dos
términos de la regla de Antonow parecen aproximarse de forma tangencial, indicando que pre-
sumiblemente la transicién es continua o de primer orden muy débil. Para investigar un poco
mds esta cuestion se ha minimizado el funcional para valores de Vy > VJ¥N- pero préximos, y

hemos comprobado que
Ay =vsn+riv— s~ (Vo= Vo' )% 0 oo (T (3.10)

es decir, no aparece un término lineal en Vj (véase la figura 3.9). Se puede por tanto concluir que
la transicién es continua.

También se llega a la misma conclusién con un andlisis paralelo basado en minimizaciones
parciales [106]. La idea consiste en minimizar el funcional manteniendo como ligadura que H, el
espesor de la capa de nematico adsorbida sobre la superficie, sea constante. Esto es posible gracias
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a que en el proceso de minimizacién iterativo H es una variable muy lenta en comparacién
con el resto. El balance de las tensiones superficiales resultante Ay(H) = ys;(H) — veyy — 72
no muestra ninguna barrera entre un estado con una capa finita de nematico y una situacién
de wetting completo por nemdtico (capa infinitamente ancha de nematico), algo que si deberia
aparecer si la transicion fuera de primer orden (seccién 3.1.2).

Para caracterizar la capa de nemadtico adsorbida sobre la superficie cuando hay isétropo en
volumen resulta de utilidad calcular la integral del pardmetro de orden

r= /Ooo dzn (), (3.11)

que nos da una idea del espesor de la capa adsorbida. I es una funcién del potencial quimico y de
los parametros del potencial de superficie, I' = I'(y, Vp, ), que nos puede ayudar a determinar
la naturaleza de la transicién. Ya sea de primer orden o continua, el valor de I" se hard infinito
justo en la transicion. Al acercarnos a la coexistencia de volumen veremos una discontinuidad si
la transicién es de primer orden. Por el contrario, si la transicién es continua I" experimentara
un crecimiento continuo. En la figura 3.10 (a) se muestra la adsorcién del pardmetro de orden
uniaxial para distintos alcances del potencial de superficie cuando nos acercamos a la transicién
de wetting Vo — (VOWN 1)*. En todos los casos estudiados la transicién es continua (no obstante
es posible que no sea asi para otros alcances del potencial de superficie). Como corresponde a
una interaccién intermolecular de corto alcance, la adsorcién del parametro de orden uniaxial
muestra un crecimiento logaritmico conforme nos acercamos a la transicién de wetting. En la Fig.
3.10 (a) las lineas son el resultado de un ajuste del tipo I' = a + bln(x — ¢), siendo x = V,/kT
y a,b, y c los pardmetros del ajuste. Los resultados varian segtn el alcance del potencial «. a se
mueve en torno a —0.15(L + D) y —0.34(L + D), b en torno a —0.3(L + D) y c es siempre cero
(dentro de nuestra precision).

En el analisis anterior nos hemos acercado a la transicién de wetting variando la intensidad del
potencial de superficie Vj — (V¥N+)*. Otra forma de aproximarnos a ella es fijar un potencial
de superficie que se corresponda con una situacién de wetting completo en coexistencia (por
ejemplo Vy = —0.1kT) y variar el potencial quimico ¢ — ... En la figura 3.10 (b) se puede
ver el comportamiento de I en este caso. De nuevo se observa un crecimiento continuo de la
adsorcién que diverge en la transicién de wetting. Los resultados se ajustan bien a una curva de
tipo logaritmico I' = a + bIn(c — x), con x = u/peoex, @ = —1.70(L+ D), b = —0.80(L+ D) y
¢ = 1.00.

En ambos casos la ausencia de una discontinuidad en I" es compatible con que la transicion
sea continua. Los andlisis de la tensién superficial y de la adsorcién cerca de la coexistencia IN
indican que se trata de una transicién de wetting continua. Aun asi, como en la mayoria de los
casos, no se puede descartar que sea de primer orden muy débil, tanto que nuestra precisién no
sea suficiente para poder observar estados metaestables.

Antes de continuar vamos a realizar un inciso sobre la minimizacién del funcional en una
situacién como la que estamos tratando: en las cercanias de una transicion de wetting. El cre-
cimiento de la capa nemaética adsorbida sobre la superficie es una variable muy lenta. Intentar
una minimizacion global en estos casos puede convertirse en proceso muy pesado (computa-

cionalmente hablando) si el perfil inicial no es el adecuado. Para resolver este inconveniente, se
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Ficura 3.10.: Adsorcion del pardmetro de orden uniaxial I" frente a: (a) la intensidad del potencial de la
pared Vj y (b) el potencial quimico y. Las distintas curvas en (a) corresponden a variar el alcance
del potencial «, para todas ellas se tiene y = pcoer. En (b) situamos el sistema en condiciones de
wetting completo por nematico Vy = —0.1kT , a = 0.88(L + D)~ y variamos el potencial quimico

acercandonos a la coexistencia.

preparan perfiles iniciales con diferentes espesores de capa adsorbida y se realizan minimiza-
ciones parciales. De esta forma tenemos una muy buena estimacién de cual sera el espesor final
y podemos iniciar la minimizacién con un perfil adecuado. Es algo similar a lo que ocurre cuando

hay prewetting, una situacién que veremos mds adelante.

Para los distintos alcances del potencial de superficie « analizados la transicién de wetting
estd localizada en VjVN1 = 0. Sin embargo, es posible que al disminuir el alcance del potencial
(aumentar «) obtengamos un valor distinto de cero. Esto se debe a que la parte blanda jugaria
cada vez un papel menos relevante. Podrfamos tener wetting completo incluso con una parte
blanda que favoreciera ligeramente una orientacién planar. No hemos podido comprobar este
punto con minimizaciones exactas del funcional, y en su lugar hemos recurrido a un modelo
sencillo basado en la aproximacién de Fowler. En la aproximacién de Fowler se reduce la interfase
a una funcién escalén. En el caso de la interfase IN tanto la densidad como el parametro de
orden uniaxial son tratados como una funcién escalén. El modelo predice V&N NL = 0 paraa <
1.85(L+ D)y V"Nt > 0sia > 1.85(L + D).

Hasta ahora hemos visto como en la capa de nematico adsorbida el director se mantiene per-
pendicular a la superficie, siguiendo la condicién de contorno impuesta por esta. Sin embargo,
vimos anteriormente que en la interfase libre IN la energia es minima cuando el director es pa-
ralelo a la interfase. El sustrato favorece un anchoring homeotrépico mientras que la interfase IN
favorece un anchoring homogéneo. Es posible satisfacer ambas condiciones si las particulas rotan
a lo largo de la capa nematica. Esta distorsion del director tiene asociada una energia eldstica que
serd menor cuanto mayor sea el grosor de la capa. Un escenario parecido fue estudiado mediante
un Hamiltoniano efectivo por Sullivan y Lipowsky [121] y por Sluckin y Poniewierski [122] y
haciendo uso de la teoria Landau-de Gennes por Braun et al. [123]. Vieron que cuando la capa de

54



3.3. Resultados

nematico es lo suficientemente gruesa aparece una fase con el director distorsionado que es mas
estable. Otra de sus conclusiones es que segiin nos acercamos a la transiciéon de wetting, la forma
en que diverge el espesor de la capa de nemaético es distinta cuando el director estd distorsionado
(respecto al caso con el director uniforme). En el marco de la teorfa Landau-de Gennes [123] tiene
lugar una transicion de fase entre un estado que tiene el director rotado de forma mds o menos
lineal y otro con el director uniforme.

Estudiar esta fenomenologia con un funcional de la densidad como el utilizado aqui es algo
que no era posible en el momento en que fueron realizados los célculos. Uno de los principales
problemas es que la fase con el director distorsionado es estable cuando la capa de nematico es
muy ancha y por lo tanto el tiempo de calculo aumenta considerablemente. A esto se une, entre
otros detalles técnicos menos relevantes, que la energia varia muy lentamente con el grosor de
la capa. El estado con el director distorsionado sera estable cuando la energia libre elastica de la
pelicula por unidad de &rea resultante de la deformacion, E,j, sea menor que el incremento de
energfa libre que supone tener la interfase IN con el tilt perpendicular. Es decir, E,; < 773, — 'ylllN
Se puede estimar E, conociendo el valor de las constantes eldsticas [124] y suponiendo una
variacion lineal del tilt. El resultado es que para capas mds anchas que H; ~ 60(L + D) resulta fa-
vorable distorsionar el director. Hemos comprobado esta estimacién realizando minimizaciones
parciales de perfiles con anchos mayores y menores que Hy, verificando que en efecto el estado
con el tilt distorsionado tiene menor (mayor) energia cuando estamos por encima (debajo) de
Hj. Cuando decimos minimizaciones parciales nos referimos a que hemos puesto como condi-
cién inicial un perfil con un espesor de capa determinado y una variacién lineal del tilt y hemos
realizado una minimizacién de todas las variables, salvo el espesor de la capa nematica (que es
una variable terriblemente lenta). El resultado final muestra que, como se preveta, el tilt tiene una
variacion aproximadamente lineal, desvidndose ligeramente de este comportamiento tinicamente

cerca de la superficie y de la interfase IN.

Por ultimo, podemos preguntarnos qué ocurre si disminuimos la intensidad del potencial
de superficie: Vj << VJ¥N-. Es posible que exista un punto tricritico V{' < VJN* donde la
transicién pase de ser continua (VOT <V < VOWN 1) a ser de primer orden (V < VOT). Al menos
este es el comportamiento que predice la teoria Landau en sistemas simples con fuerzas de corto
alcance [125]. No hemos podido verificarlo ya que al disminuir Vj el orden cerca de la pared
aumenta rdpidamente y el pardmetro de orden uniaxial toma valores muy préximos a la unidad,
haciéndose necesaria una precisién muy buena en el calculo de las integrales angulares con el

consiguiente aumento del tiempo de mdaquina.

3.3.2. Wetting completo por nemadtico con el director paralelo a la pared

Cuando la intensidad del potencial de superficie V) es suficientemente grande, el sustrato fa-
vorece un anchoring planar fuerte y una nueva transicion de wetting tiene lugar. En esta ocasién
con el director paralelo a la pared (recordemos que se trata de anchoring planar no degenerado).
La superficie y la interfase IN favorecen por tanto la misma orientacién y no es posible que es-
tados con el director rotado sean maés estables. La figura 3.8 muestra el valor de V} al que tiene

lugar la transicion: Vj = VOW NI = 0.478kT. Sin lugar a dudas la transicion es de primer orden en
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Ficura 3.11.: (a) Linea de prewetting en el plano u — Vp. Al potencial quimico le hemos restado el de la
coexistencia IN de volumen. El alcance del potencial es & = 0.88(L + D)~!. La coexistencia IN de
volumen estéd representada por una linea horizontal. De ella parte el prewetting en V(;N Nl (cuadrado
negro), y muere en un punto critico (circulo vacio). (b) pardmetro de orden uniaxial # (linea continua)
y angulo de tilt ¢ (linea discontinua) de dos fases que coexisten en el punto marcado por un circulo

negro en (a).

este caso, como evidencia el cruce entre tensiones superficiales de la figura. Como corresponde a
una transicion de wetting de primer orden, existe una transicién de prewetting fuera de coexisten-
cia donde coexisten dos capas nematicas de diferente espesor. Se puede ver la linea de prewetting
en la figura 3.11 (a), donde hemos representado el exceso de potencial quimico sobre la coexis-
tencia IN de volumen, Ay = p — picoex, frente a Vj. La linea de prewetting se separa de forma
tangencial de la coexistencia para valores mayores que el de la transicién de wetting (cuadrado
negro en la figura) y muere en un punto critico (circulo blanco). A partir de dicho punto critico
ambas fases son indistinguibles. Localizar una transicion de prewetting es, por lo general, compli-
cado y la precisiéon de nuestro calculo no nos permite obtener la situaciéon del punto critico con
exactitud. Si el lector estd interesado en las dificultades que se presentan a la hora de buscar la
transicién de prewetting puede obtener mas informacién en el apéndice A.3. En la parte (b) de la
figura se muestran los perfiles del pardmetro de orden uniaxial (linea continua, eje izquierdo) y
el angulo de tilt (linea discontinua, eje derecho) de las fases que coexisten en el punto que esta
indicado por un circulo negro sobre la linea de prewetting. En este rango de V todavia persiste
una primera capa con orientacién homeotrépica.

El espesor de la capa de nematico adsorbida debe presentar una discontinuidad al atravesar
la linea de prewetting (recuérdese la Fig. 3.2 (e)). En la figura 3.12 se muestra la adsorcién del
pardmetro de orden uniaxial frente al potencial quimico para un potencial de la pared Vy =
0.5kT > VOWN‘ | La linea discontinua marca el punto donde tiene lugar el prewetting. A potenciales
quimicos por debajo de la transicién de prewetting son estables los estados con menor adsorcion.
Una vez tiene lugar la transicién, los estados estables son aquellos con mayor adsorcién. Los
circulos negros denotan en cada caso los puntos que son estables frente a otros metaestables
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3.3. Resultados

F1cura 3.12: Adsorcién del pardmetro de orden
uniaxial I" frente al potencial quimico y en
condiciones de wetting por nematico con an-
choring planar (Vo = 0.5kT y a« = 0.88(L +
D)71). La linea vertical discontinua marca
la transicién de prewetting. Los circulos ne-

gros indican en cada rama los estados esta-

bles frente aquellos estados metaestables in-

dicados por circulos vacios. Las lineas con-

[ T R R B
0.9975 0.998 0.9985 0.999 0.9995 1 tinuas son el resultado de un ajuste (de-

M/ Hogey talles en el texto).

indicados por circulos vacios. Al igual que en el caso de anchoring homeotrépico, hemos realizado
un ajuste logaritmico de los datos (en la rama que experimenta el prewetting) I' = a + bln(c — x),
con X = pi/ peoex- LOs parametros obtenidos han sidoa = —1.83(L+ D), b= —0.82(L+ D) yc =
1.00. Nétese que el pardmetro b (la amplitud del crecimiento logaritmico) es muy parecida al caso
de anchoring homeotrépico, algo esperado pues esta relacionado con la longitud de correlaciéon
de la fase nematica de volumen.

3.3.3. Transicién de anchoring

La region comprendida entre la transicién de wetting con el director perpendicular a la pared
(V{YNL = 0kT) y la transicién de wetting con el director paralelo a la pared (VOWNH = 0.478kT) es
una zona de wetting parcial o no wetting. En ella tiene lugar una transicién de anchoring cuando en
volumen hay un nemadtico. En dicha transicién pasamos de tener un alineamiento homeotrépico
del director a uno planar. Tiene lugar en V) = Vé“ = 0.168kT cuando y = peex (Ver el cruce entre
Yen ¥ 'y! y en la figura 3.8). El origen de esta transicion es la competicion entre la parte dura (que
por efectos de empaquetamiento favorece un anchoring homeotrépico) y la parte blanda (favorece
anchoring planar). Una evidencia de esta afirmacion es el comportamiento de la transiciéon fuera
de coexistencia, que se muestra en la figura 3.13 (a). Al aumentar el potencial quimico respecto al
de la coexistencia IN se produce un incremento de la densidad. Los efectos de empaquetamiento
son mayores y como resultado la transicién de anchoring se desplaza hacia Vy mayores. En la parte
(b) de la misma figura podemos ver los perfiles de dos estados que coexisten en la transicién de
anchoring (para y = icoex)- Vemos como en el perfil con el director paralelo a la superficie (arriba)

todavia persiste una primera capa con orientacién homeotrépica.

3.3.4. Wetting completo por una fase isétropa

Es comtn en las transiciones de wetting que al acercarnos a la coexistencia sea la capa maés or-
denada la que experimenta un crecimiento macroscépico. Es por ejemplo el caso que nos atafie
donde una capa de nemético “moja” la interfase sustrato-isétropo. Esto se debe a que la su-
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Ficura 3.13.: (a) Diagrama de fases de la transicion de anchoring en el plano y — Vp. El alcance del potencial
es « = 0.88(L + D)~!. La linea horizontal marca la coexistencia IN de la que parte la transicién de
anchoring en V(j4 = 0.168kT (cuadrado negro). En (b) podemos ver las fases que coexisten en V64 (arriba
anchoring planar y abajo anchoring homeotrépico). Las distintas curvas son la fraccién de empaque-
tamiento local (Iineas continuas), parametro de orden uniaxial (lineas discontinuas cortas), pardmetro

de orden biaxial (Iineas discontinuas largas) y dngulo de tilt (lineas punteadas).

perficie induce un alineamiento fuerte de las particulas. No obstante se puede dar también la
situacion inversa, wetting completo por isétropo. Experimentalmente se ha encontrado este tipo
de wetting cuando el anchoring es planar [126] y recientemente también cuando es homeotrépico
[127]. Desde un punto de vista teérico Rodriguez-Ponce et al. [128] usaron un modelo basado
en la teoria de van der Waals y encontraron wetting completo por isétropo en una situacién de
anchoring homeotrépico. Shundyak y Roij [129] han encontrado wetting por isétropo en condi-
ciones de anchoring planar usando un funcional de la densidad tipo Onsager para estudiar el
comportamiento de varillas duras con orientaciones restringidas (modelo de Zwanzig). Para que
tenga lugar una transicién de wetting por isétropo es necesario que la superficie induzca desor-
den orientacional o al menos que el anchoring sea muy débil (en las cercanias de una transicién
de anchoring por ejemplo).

Nosotros también hemos encontrado wetting completo por isétropo en este sistema (ver las ra-
mas de energfa en la figura 3.14) en condiciones de anchoring homeotrépico y planar. No obstante,
en ambos casos se trata de estados metaestables. Cuando Vj > V(fi la interfase sustrato-nematico
de equilibrio consiste en un nemaético con el director paralelo a la pared. Sin embargo, si obser-
vamos la interfase sustrato-nemdtico con el director perpendicular a la pared, vemos que tiene
lugar una transicién de wetting por isétropo en Vo = V}V!+ = 0.187kT. Lo mismo ocurre al otro
lado de la transicién de anchoring. Para Vjy < VOA la interfase SN de equilibrio es aquella donde
las particulas se orientan perpendicularmente a la superficie, pero para V = VOWIH (no se mues-
tra en la figura) la interfase SN con el director paralelo a la pared experimenta una transicién de
wetting por isétropo. En ambos casos la interfase nematico-isétropo es paralela a la pared, como
corresponde a una interfase libre en equilibrio y las transiciones son de primer orden. Las tran-
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Ficura 3.14: Tensiones superficiales en
unidades reducidas (y* = PBLD7) de

diferentes interfases en funciéon de la

-3.25

intensidad del potencial de superficie
Vo (@ = 0.88(L + D)~ 1). En la leyenda se
pueden ver las distintas interfases. Las

3.5 p . .
lineas verticales marcan la transicion

de anchoring V({‘ y la de wetting por
is6tropo VOW”- (metaestable, pues otro

estado con el director paralelo a la

-3.75 superficie tiene menos energia). Existe

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ otra transicién de wetting por isétropo

para Vp < V(f‘ que no se muestra en la

Vo 29) figura y es también metaestable.

siciones de wetting por is6tropo son metaestables debido a que existe otro estado con diferente
orientacién y menor energia. En un hipotético sistema experimental de similares caracteristicas

podrian estabilizarse impidiendo la reorganizacién del director.

3.3.5. Resumen

Antes de pasar al siguiente capitulo recopilemos los resultados obtenidos hasta ahora. Usando
un modelo microscépico basado en el funcional de la densidad hemos examinado el compor-
tamiento de un fluido de esferocilindros duros en contacto con una pared que es modelizada
mediante un potencial externo. El potencial excluye la posibilidad de que los centros de masas
penetren el sustrato y nos permite modificar la orientacién del director en las proximidades
de la superficie. Variando la intensidad con que el sustrato orienta la capa de nemaético hemos
observado wetting completo con anchoring homeotrépico, wetting parcial o no wetting y wetting
completo con anchoring planar (no degenerado). La naturaleza de las transiciones de wetting de-
pende del alcance de las interacciones superficiales, algo esperable, pues es el comportamiento en
fluidos simples [103]. La transicién de wetting con anchoring homeotrépico es continua, mientras
que en el caso de alineamiento planar es de primer orden y tiene asociada la correspondiente
linea de prewetting.

También hemos hallado una transicién de anchoring entre los dos tipos de alineamiento en la
zona de wetting parcial. En esta misma regién ocurren dos transiciones de wetting completo por
is6tropo, si bien son metaestables. Toda esta fenomenologia estd representada en la figura 3.15,
donde se puede ver el diagrama de fases de nuestro sistema en el plano y — V.

El estudio nos ha permitido relacionar las propiedades de wetting de nuestro sistema con las
caracteristicas del sustrato y ha contribuido a enriquecer considerablemente la fenomenologia de
esferocilindros duros sobre sustratos, de la que hasta ahora solo se habia estudiado el caso de
una pared dura [97].
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F1Gura 3.15.: Diagrama de fases en el plano y — Vj de un sistema de HSPC en contacto con una pared. Al
potencial quimico le hemos restado el de la coexistencia IN de volumen. El eje horizontal muestra la
coexistencia IN. En ella tiene lugar una transicién de wetting con el director perpendicular a la pared
para Vp < V(}N N1y otra con el director paralelo para V > VOWN‘ | Esta dltima es de primer orden y por
tanto tiene asociada una linea de prewetting que muere en un punto critico (circulo vacio). En la region
entre ambas transiciones de wetting aparece una transicion de anchoring para Vp = V(j“ (cuadrado) que

se extiende fuera de coexistencia.
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4. TransiciOn isotropo-nematico en un poro

4.1. Introduccion

Una vez entendidas las propiedades de nuestro sistema en contacto con una pared estamos en
condiciones de abordar un problema mads interesante: el confinamiento de un cristal liquido
en un poro. Las transiciones de fase se ven profundamente afectadas cuando el tamario del
sistema se ve reducido en una o méds dimensiones. Pueden desplazarse respecto a los valores de
volumen, pueden desaparecer y también es posible que surjan otras nuevas transiciones. Uno
de los sistemas de “tamarfio finito” que mds atencién ha recibido en los tltimos afios es el de
los cristales liquidos confinados, en particular en lo que respecta a las propiedades estructurales.
Es un problema interesante desde un punto de vista académico y con aplicaciones tecnoldgicas
directas, por ejemplo en la construccién de displays 6pticos.

Queremos entender cémo se ve afectada la transicién isétropo-nemdtico al confinarla entre
dos paredes. Trataremos dos situaciones distintas que estructuran este capitulo en dos partes.
En la primera veremos el caso simétrico: dos paredes paralelas idénticas. En la segunda parte
estudiaremos una situacién asimétrica, con paredes que favorecen orientaciones distintas o bien

tienen preferencia por distintas fases del cristal liquido.

4.2. Confinado simétrico

El confinamiento es un elemento nuevo que puede modificar las propiedades orientacionales
y de wetting de nuestro fluido. En fluidos simples confinados en este tipo de geometria (dos
paredes idénticas paralelas) se sabe que la transicién liquido-vapor tiene lugar a temperaturas
y presiones (o potenciales quimicos) distintos a los de volumen y que termina en un punto
critico [130]. El fenémeno se conoce como condensacion capilar ya que generalmente, pero no
siempre, la transicién liquido-gas ocurre antes que en la coexistencia de volumen. Para entender
esto supongamos un liquido L o un gas G confinado entre dos paredes simétricas separadas una
distancia H, con H — oo, de manera que no existe interaccién entre las dos superficies. Bajo tales

circunstancias el gran potencial termodindmico por unidad de drea A se puede escribir como:

¢
26— _PcH+2

2 cH +27sa,

Q

7L = —P H + 27g;. .1)

Con vs¢ v st la tension superficial sustrato-gas y sustrato-liquido respectivamente y Pg, P; las
presiones del gas y del liquido. Supongamos ahora que ambas fases coexisten a una temperatura
To = To(H) ligeramente diferente a la temperatura de coexistencia de volumen Tj, de forma que
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4. Transicién isétropo-nemdtico en un poro

podemos expresar:
To(H) = Ty + AT(H). 4.2)

Para AT suficientemente pequefio es posible desarrollar la presién alrededor de T, y quedarnos
Unicamente con el primer término:

0
Pe(To(H)) = Pe(Ty) + G| AT(H) = Po(Ty) + S6AT(H),
=Ty
PL(T()(H)) ~ PL(Tb) + aai,lf o AT(H) = PL(Tb) +SLAT(H), (4.3)

donde s es la entropia por unidad de volumen. Introduciendo (4.3) en (4.1) y teniendo en cuenta
que Qr(H) = Qg(H), ya que ambas fases coexisten, se llega a:

AT(H) 2(ysG —vs1) _ 2(vsc — 'YSL)TbI H — oo, (4.4)

H (SG —S L) LH
siendo L el calor latente de vaporizacién. La ecuacién anterior se conoce como ecuacion de Kelvin
[131] y relaciona el desplazamiento de la transicién, por el hecho de confinarla, con las tensiones
superficiales y por lo tanto con las propiedades de wetting del sistema. Frecuentemente el sustrato
tendrd una mayor afinidad por la fase liquida, ys; < 7ysg, de manera que la transicién ocurrird
para AT > 0, es decir en la region de estabilidad del gas en volumen.

En cristales liquidos, Sheng [87, 88] fue el primero en predecir que debia ocurrir algo parecido.
Usando la teoria Landau-de Gennes vio que algo similar a la condensacién capilar tenia lugar
entre las fases isétropo-nematico. Poniewierski y Sluckin [132] extendieron el andlisis para el caso
en que las paredes introducian desorden en el sistema y llegaron a la conclusién de que la tran-
sicién isétropo-nematico confinada ocurria antes o después que en volumen en funcién de las
condiciones de wetting del sustrato. Construyeron ademads el analogo a la ecuacién de Kelvin en
fluidos simples, ec. (4.4), para la transicién isétropo-nematico; la veremos en la siguiente seccién.
Telo da Gama et al. [133] estudiaron el mismo sistema con un modelo Lebwohl-Lasher, relacio-
nando también el comportamiento del sistema con las condiciones de wetting. Posteriormente se
ha analizado el problema usando el funcional de la densidad y mediante simulaciones. Algunos
de esos trabajos son particularmente interesantes, por ejemplo:

e Wall y Cleaver [134] con simulaciones de dindmica molecular estudiaron el confinamiento
de moléculas Gay-Berne !. En funcién de la interaccién entre el sustrato y las particula se

promociona un estado tipo is6tropo o uno nematico.

* R. van Roij et al. [136, 96, 97] describieron el comportamiento de esferocilindros duros con-
finados entre paredes duras. Para ello usaron simulaciones Monte Carlo y funcional de
la densidad (restringiendo las orientaciones con el modelo de Zwanzig). Tanto las simu-
laciones como la teorfa predicen que la transiciéon isétropo-nematico estd presente en el
poro y termina en un punto critico. Simultdneamente, Allen [93] estudiaba un sistema muy
parecido pero con paredes duras sobre los centros de masas.

Para una descripcién del potencial Gay-Berne, véase la referencia [135].
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* Rodriguez-Ponce et al. [137] y posteriormente Barmes y Cleaver [138] se centraron en el
efecto del confinamiento sobre la transicién de anchoring.

® Zhou et al. [139] han encontrado que el confinamiento puede inducir orden orientacional

en particulas que por su reducida elongacién no forman un nemético en volumen.

Experimentalmente, Kuzma y Labes [140] fueron pioneros en el estudio del confinamiento
de la transicién isétropo-nematico. Para ello analizaron el comportamiento de cristales liquidos
termotrépicos confinados en cilindros con didmetros del orden de micras. Encontraron un despla-
zamiento en la temperatura de la transicién IN, que era mayor conforme disminuian el didmetro
del cilindro. No obstante, hay que tener en cuenta que esta geometria es diferente a la analizada
aqui; aparecen singularidades en el campo del director (defectos) que afectan el estado del sis-
tema (lo veremos en el capitulo 6). En un poro plano, Yokoyama [141] estudi6 el desplazamiento
de la transicién IN por efecto de variar la anchura del poro, pero no pudo confirmar la existencia
de un punto critico. La evidencia experimental clara de la condensacién capilar de un cristal
liquido y de la existencia de un punto critico ha sido posible solo recientemente [142]. Para ello,
Kocevar et al., han usado un microscopio de fuerzas atémicas (AFM), en contraposicién a los
trabajos previos basados en técnicas de calorimetria y dispersién de luz. Una de las superficies es
un sustrato plano de vidrio o zafiro que se limpia previamente para conseguir un alineamiento
homeotrépico de las moléculas (5CB y 8CB). La superficie enfrentada a esta consiste en una mi-
croesfera de vidrio pegada al cantilever del AFM. El radio de la microesfera es mucho mayor que
el tamafio tipico de las particulas, de forma que se puede tratar como un sustrato plano. Los au-
tores fijan la temperatura por encima de la coexistencia IN de volumen (con una precisiéon de yK)
y varian la separacién entre las superficies monitorizando la fuerza ejercida por el cristal liquido
sobre la microesfera. Al ir disminuyendo la separacion se observa una fuerza atractiva entre las
superficies cuando tiene lugar la condensacién capilar. Repitiendo el procedimiento para diferen-
tes temperaturas es posible obtener el diagrama de fases completo y la posicién del punto critico,
que en el caso del 8CB los autores estiman en una separaciéon de 17nm y a una temperatura de
0.52K sobre la temperatura de coexistencia IN de volumen (el eje mayor del 8CB tiene un tamafio
aproximado de ~ 3.5nm).

Nosotros hemos abordado el problema de la condensacién capilar de un cristal liquido desde
un punto de vista molecular, permitiendo que las particulas roten libremente. Nuestra intencién
es comprender como la transicién isétropo-nemaético se ve afectada por las propiedades de wet-
ting y anchoring del sustrato al confinar el fluido. Resulta particularmente interesante estudiar el
confinamiento en las cercanfas de la transicién de anchoring y el comportamiento de la transiciéon
de prewetting en el poro. Hemos usado el mismo funcional de la densidad, relacién de aspecto
del esferocilindro? (L/D = 5) e interaccién superficie-cristal liquido que en el caso semi-infinito.
La tinica diferencia es que ahora afiadimos una pared paralela a la primera y a una distancia
H de esta. Desde un punto de vista termodindmico, H es una nueva variable conjugada con la
adsorcion: 2 = Q(u, T, V, H). El potencial externo, que modeliza la interaccién del fluido con

2Se han realizado célculos selectivos con L/D = 6 y 10 obteniendo resultados cualitativamente iguales.
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FiGura 4.1.: Nuestro sistema se compone de dos paredes paralelas e idénticas separadas una distancia

I
ﬂo\

H. Estudiaremos la transicién is6tropo (I)-nematico confinada, ya sea este tltimo un nemaético con
anchoring homeotrépico (N L) o planar (NJ|).

las superficies, es:

00, z<0
V(2 Q) = VieZp(Q-z) + VPe rH-2Ppy(Q-2), 0<z<H . (4.5)
0, z>H

Siendo V{, a; los pardmetros del sustrato situado en z = 0y VP, ap los del sustrato en z = H. En
esta primera parte del capitulo ambas superficies son idénticas y usaremos la notacién Vj, a para
referirnos a los dos sustratos. Se puede ver un esquema de la geometria y las fases involucradas
en la figura 4.1.

4.2.1. Resultados

El punto de partida para comprender el comportamiento del sistema confinado es la figura 3.15
donde se resumen las propiedades de wetting del fluido de esferocilindros duros en contacto con
una pared que vimos en el capitulo anterior. Cuando confinamos el fluido entre dos paredes debe-
mos recuperar el comportamiento del sistema semi-infinito si la separaciéon entre ambas paredes
es suficientemente grande (H — c0) 2. Si la separacién entre las superficies es pequefa existira
una interaccion entre ellas que puede modificar el comportamiento de la transicién isétropo-
nematico.

Para ver cémo se ve alterada la transicién isétropo-nematico en el poro hemos obtenido el
diagrama de fases global en el plano y — H para los distintos regimenes: wetting completo
homeotrépico, wetting completo homogéneo y wetting parcial. Se puede ver la regién de esta-
bilidad de cada uno en la figura 3.15.

Empecemos estudiando qué ocurre cuando el sustrato favorece una orientacién homeotrépica
de las particulas, es decir antes de la transicién de anchoring en el sistema semi-infinito: Vo < V.
Para ello iniciamos la minimizacién funcional a un potencial quimico cercano al de la coexisten-
cia IN de volumen y partimos de perfiles de los pardmetros de orden constantes en toda la celda,
bien con pardmetro de orden uniaxial nulo o positivo. Esta primera minimizacién es més costosa

que las siguientes (variando u o H), ya que en ellas podemos usar como condicién inicial los

3Si existe en ambas paredes condiciones de wetting completo, pero por fases con distinta simetria, esta afirmacién puede
no ser cierta.
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FIGURA 4.2.: Fraccién de empaquetamiento local (a) y pardmetro de orden uniaxial (b) para una anchura
del poro H = 12.04(L + D). El parametro de orden biaxial y el dngulo de tilt son practicamente cero
en toda la celda y por ello no se muestran. Las paredes imponen orientacién homeotrépica (Vo =
—0.1kT, a = 0.88(L + D)~ !). De los cuatro perfiles representados, los que estén a trazos coexisten
para un y = pg = 0.987pcoer. Los pintados a linea continua estdn por encima y = 0.99pcoex ¥ por

debajo i = 0.98cer de la transicién de capilaridad.

perfiles ya minimizados de una situacién anterior que sea similar. Partiendo de perfiles constan-
tes el proceso de convergencia llega a su fin transcurridas del orden de 10° iteraciones. Cuando
partimos de un perfil que ha sido minimizado previamente a un potencial quimico ligeramente
distinto, se alcanza la convergencia en unas 400 iteraciones. Mientras que si el perfil inicial ha
sido generado a partir de otro con H algo diferente, pero al mismo potencial quimico, podemos
encontrar el minimo del funcional en apenas 50 — 100 iteraciones. Para ello es importante aumen-
tar/disminuir la anchura del nuevo perfil mediante la inclusién/disminucién de nuevos puntos
en la regioén central del perfil antiguo (en contraposicion a otras posibles opciones como escalar

el perfil para conseguir el H deseado).

La figura 4.2 nos muestra los perfiles de densidad (a) y pardmetro de orden uniaxial (b) para el
caso Vo = —0.1kT, H = 12.04(L + D), que se corresponde con una situacién de wetting completo
por nematico con el director perpendicular a la pared en el sistema semi-infinito. No se muestra
el pardmetro de orden biaxial ¢ ni el 4ngulo de tilt ¢, ambos son cero en toda la caja, tal y como
corresponde a una situacién de anchoring homeotrépico. Hemos representado cuatro perfiles; los
dibujados con trazo discontinuo tienen el mismo potencial quimico ( = 0.987c0ex) y €l mismo
gran potencial, es decir representan dos fases que coexisten en una transiciéon de primer orden.
Fijémonos en el comportamiento del pardmetro de orden uniaxial (parte (b) de la figura) de estas
fases que coexisten. Cerca de la pared ambas fases son muy parecidas, pero en el centro del poro
una tiene un valor muy préximo a cero mientras que la otra mantiene un valor elevado en toda la
celda. Lo que estamos viendo es por tanto la transicién isétropo-nemético confinada dentro del
poro, y por ello llamaremos al estado con menor adsorciéon "isétropo” y al de mayor "nemético”
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(la definicién de adsorcién se puede encontrar mds abajo). No debemos olvidar que es solo una
nomenclatura, pues una vez confinamos el sistema los estados isétropo y nematico de volumen
dejan de estar estrictamente definidos. Si bien, generalmente se pueden definir por continuidad
con las fases de volumen. También hay un cambio en el perfil de densidad (parte (a) de la figura)
de ambos estados, aunque es méas pequerio.

Los otros perfiles, representados por lineas continuas, corresponden a estados con un potencial
quimico mayor, ¢ > puo(H), y menor, 4 < po(H), que aquel al que ocurre la transicién. Este
comportamiento demuestra la existencia de una transicién de primer orden dentro del poro.
Puesto que tiene lugar para un potencial quimico menor que el de la coexistencia IN (yg =
0.9871icpex) 1a llamaremos transicién de “nematizaciéon capilar”, en analogia con la condensaciéon
capilar que tiene lugar en fluidos simples.

La adsorcién es, a la vista de los perfiles, una buena candidata para caracterizar la transicién.

La hemos definimos como:

H
Ir= %/0 dzn(z). (4.6)

En la figura 4.3 se puede ver su comportamiento frente al potencial quimico (no hemos variado
la anchura del poro ni el sustrato respecto al caso anterior). La linea vertical a trazos indica el
punto donde tiene lugar la nematizacién capilar. El que podamos encontrar estados metaestables
a ambos lados manifiesta de nuevo que se trata de una transicién de primer orden. Nétese que el
valor de la adsorcién es distinto de cero en el estado que hemos llamado isétropo; esto es debido

a que las paredes inducen cierto orden orientacional a su alrededor.

El siguiente paso es la obtencion del diagrama de fases completo. Para ello se han analizando
los cruces entre las ramas de gran potencial de dos formas distintas: fijando la anchura del
poro y estudiando el cruce de ramas al variar el potencial quimico o al revés, es decir, fijando
el potencial quimico y variando la anchura. El resultado final estd representado en la figura
4.4 en el plano potencial quimico-anchura del poro. Al potencial quimico le hemos restado el
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FIGURA 4.4.: Diagrama de fases en el plano y — H para el caso de anchoring homeotrépico. Al potencial
quimico le hemos sustraido el de la coexistencia IN. Las lineas muestran la transicién entre los estados
isétropo (estable para y menor) y nematico (estable a y mayor) para diferentes valores de Vp (v =
0.88(L + D)_1 en todos ellos). De abajo a arriba: V/kT = —0.10, —0.05, 0.00, 0.03, 0.07, 0.13 y 0.20
(este dltimo esta pintado con linea a trazos para indicar que es metaestable respecto a una situacién de

anchoring planar). Los circulos son puntos criticos.

de la coexistencia de volumen: Ay = po — Heoex. Las distintas lineas corresponden a diferentes
valores de la intensidad del potencial de la pared comprendidos en el rango —0.1kT < Vj <
0.2kT. Observemos el comportamiento para anchos de celda grandes. En todos los casos las
lineas tienden asint6ticamente al valor de volumen de la transicién IN (representado por una
linea horizontal de trazo fino), indicando que en el limite H — oo se recupera la transicion
IN usual. Este comportamiento es el esperado y, como veremos enseguida, existen argumentos

macroscopicos que lo sustentan.

En la mayoria de los casos el confinamiento induce orden nemético en el poro antes de que
el potencial quimico alcance el valor de la coexistencia IN de volumen, y por eso hablamos
de nematizacién capilar. No obstante también vemos el comportamiento contrario. En los dos
altimos casos, los de mayor Vjp, la transiciéon IN en el poro se da para valores del potencial
quimico por encima del de la coexistencia de volumen (Ax > 0). El confinamiento favorece el
desorden orientacional y se puede hablar entonces de “isotropizacién capilar”. Recientemente
Pifieiro et al. [143] también han observado este comportamiento en un sistema de particulas de
tipo discéticas mediante simulaciones Monte Carlo.

De igual forma que en la condensacién capilar en fluidos simples, el que la transicion IN
confinada ocurra antes o después de la coexistencia de volumen estd intimamente ligado con
las propiedades del sistema semi-infinito. Se puede ver usando la ecuacién de Kelvin para la
transicién liquido-vapor confinada, ec. (4.4), aplicada al caso de la transicién isétropo-nemadtica.
Poniewierski y Sluckin [132] fueron los primeros en utilizarla, en su caso para cristales liquidos
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4. Transicién isétropo-nemdtico en un poro

termotrépicos. Es posible hacer una derivacion similar para nuestro caso y obtener la desviacion
del potencial quimico respecto de la coexistencia de volumen IN, veamoslo.
El gran potencial por unidad de 4rea transversal A del sistema confinado se puede expresar

comao:
[0}
2l pH4+2
2 1H + 2vsy,
le)
TN = —PyH +27sn, 4.7)

donde ysn v vsr son las tensiones superficiales sustrato-nematico y sustrato-isétropo en el sis-
tema semi-infinito y Pj, Py las presiones isétropo y nemaético en volumen. Es importante darse
cuenta de que, en funcién de las condiciones de anchoring de nuestro sistema (homeotrépico o
planar), tendremos que usar una u otra tensién superficial sustrato-nemaético ('yéN 0 'y! N)- Ambas
fases coexisten a un potencial quimico yg = po(H) ligeramente distinto del de la coexistencia de

volumen, Hcoex:
,uO(H) = Ucoex + AV(H) (4.8)

Cuando Ay — 0 es posible hacer un desarrollo de la presiéon en torno a pcex despreciando los

términos O(Ap)? y superiores:

op
Pr(po(H)) = Pr(pcoex) + ail Au(H) = Pr(pcoex) + p1Au(H),
l’l H=Hcoex
opP
PN(P[O(H)) ~ PN(.ucoex) + T]ﬁv AV(H) = PN(,”coex) +PNA]4(H)' (4.9)
H=Hcoex

Siendo p; y pn las densidades de coexistencia de volumen de las fases isétropo y nematico
respectivamente. Como ambas fases coexisten en el poro han de tener el mismo gran potencial:

2 = Q. Introduciendo (4.9) en (4.7) e igualando el gran potencial en ambas fases se llega a:

2(ysn — ¥sr)

Apu(Vo, H) = po(Vo, H) — peoex = H(on —p1)

H — oo. (4.10)

Noétese que hemos incluido la dependencia en V) de Ay; las tensiones superficiales ys; y Ysn
dependen del potencial de superficie (Vj y «). La dependencia en el alcance del potencial, «, se
ha omitido porque lo hemos mantenido constante durante este estudio.

En realidad, el desarrollo seguido para obtener la ec. (4.10) es valido cuando no existe wetting
completo. Si existe wetting completo en el fluido la anchura H del poro, que esta reflejada en el
denominador, se tiene que reducir restdndole el ancho de la capa adsorbida sobre cada una de
las superficies (se pueden ver los detalles en la seccién A.4.1 del apéndice).

Puesto que py > pj, el signo de Ay viene determinado por la diferencia ysy — ysr. En condi-
ciones de wetting parcial por nematico podemos usar la ecuacién (3.6), que nos relaciona las

tensiones superficiales con el dngulo de contacto. El resultado es

Au(Vo, H) = —m, H - oo, (4.11)

siendo 6, el dngulo de contacto de la interfase IN con el sustrato y cuyo valor podemos extraer
facilmente del célculo de las tensiones superficiales que hicimos en el sistema semi-infinito (Fig.
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3.8). Lo hemos representado en la figura 4.5 como funcién de V. Vemos como en la zona de
wetting parcial (la comprendida entre los circulos grises) el coseno de 6. cambia de signo dos
veces, en V5 = 0.114kT y VOC/ = 0.324kT (lineas verticales en la figura) y por tanto, para una

separacion grande de las paredes, el sistema confinado se comporta de la siguiente manera:

e V< V5oV > V¢': Nematizacion capilar. Se tiene cos(6,) > 0y la transicién de capilaridad
0 0 P y P

es la usual, es decir, la transicién IN confinada tiene lugar para po(H) < peoex-

e Vg < VW< VOC,: Isotropizacién capilar. cos(6;) < 0, lo cual implica que la transicién IN en
el poro ocurre para pio(H) > Heoex

El razonamiento basado en la ecuacion de Kelvin que acabamos de discutir es vdlido cuando
el poro es suficientemente grande, pero no sirve para describir el comportamiento en poros
pequetios. Las razones son que la interaccién entre las dos superficies no puede ser despreciada
y que el desplazamiento Ay puede ser suficientemente grande como para que despreciar términos
O(Au)? en el desarrollo (4.9) no sea una buena aproximacién. Ambas hipétesis forman parte de
la derivacién de la ecuacién de Kelvin. Observando el diagrama de fases de la figura 4.4 se
deduce que la interaccién entre ambas superficies es constructiva, en el sentido de que favorece
el orden nematico en el interior del poro. Se aprecia muy bien en los dos tltimos casos, los de
mayor Vp, que presentan un méaximo al reducir H. Es particularmente interesante el diagrama
de fases correspondiente a Vy = 0.013kT, pues muestra un cambio de comportamiento al variar
la anchura del poro. Cuando la separacién entre las paredes es pequeia, la interaccién entre las
superficies domina el comportamiento del sistema y el nemadtico se forma en el poro antes de la
coexistencia IN de volumen. Al aumentar H, la interaccion entre las superficies desaparece y es
el comportamiento de wetting del sistema semi-infinito el que gobierna la situacion favoreciendo
que el isétropo siga siendo estable a presiones por encima de la transiciéon IN de volumen. Esta
no monotonia en la transicién de capilaridad no habia sido observada con anterioridad.
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Cuando el ancho del poro es suficientemente grande la nematizacién capilar tiene lugar muy
cerca de la coexistencia IN de volumen. En estas circunstancias, y en condiciones de wetting com-
pleto, el estado denominado is6tropo tiene una capa de nemdtico adsorbida sobre las superficies
muy ancha, tanto como para que una configuracién con el tilt rotado de forma uniforme en la
capa de wetting sea mas estable (recordemos que la interfase IN de volumen tiene una energia
minima cuando el director es paralelo a la interfase). Esto modificard el diagrama de fases para
anchos de poro suficientemente grandes. Las limitaciones computacionales en el momento de
realizar los calculos no nos han permitido explorar esa regién del diagrama de fases. Volveremos
sobre este punto al final del capitulo.

Al igual que ocurre con la condensacién capilar en fluidos simples, la transicion de capilaridad
IN termina en un punto critico. Los hemos representado como circulos en el diagrama de fases de
la figura 4.4. No obstante, la naturaleza de ambos puntos criticos es diferente. En el sistema gas-
liquido es consecuencia de la existencia de un punto critico en el diagrama de fases de volumen,
mientras que en el caso isétropo-nematico no existe dicho punto critico y es el campo externo que
ejercen las paredes el responsable de su aparicion en el sistema confinado. Para anchos de poro
mads pequefios que la anchura critica Hc no hay distincién entre los estados isétropo y nematico.
Esta caracteristica fue predicha por Sheng [87]. Es interesante estudiar el comportamiento de
la anchura critica Hc en funcién del potencial de la pared V. Se puede ver en la figura 4.6.
Distinguimos dos regiones, para Vy < 0.03kT la anchura critica decrece de forma mds o menos
lineal, mientras que para Vj 2 0.03kT se mantiene constante e incluso aumenta ligeramente. Se
puede relacionar este comportamiento con las propiedades de wetting del sistema semi-infinito.
Recordemos que para V) < OkT hay una transiciéon de wetting continua y por tanto al acercarnos
a la coexistencia IN hay una capa relativamente grande de nemaético adsorbida en la superficie.
Podemos argumentar, de manera muy simplista, que la transicién de capilaridad termina en un
punto critico cuando las dos capas adsorbidas sobre la superficie se tocan en el centro del poro.
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H/(L+D) a=01711,b = 4109 y B = 0.3372.

Esto ocurre antes cuanto mds negativo sea Vj, mientras que al alejarnos del wetting completo,
Vo > 0, la capa adsorbida permanece mas o menos constante (realmente disminuye un poco al
aumentar V).

Para ver la naturaleza de los puntos criticos hemos estudiado la variacién del pardmetro de
orden segtin nos acercamos a la anchura critica. Se puede ver el comportamiento de Iieim — g
(la diferencia entre la adsorcién del parametro de orden uniaxial en las fases nematica e isétropa)
frente a la anchura del poro en la figura 4.7. El potencial de la pared es Vy = 0.03kT y el potencial
quimico es el de la coexistencia IN en el poro, es decir u = io(H). En el punto critico ambas
fases confinadas se confunden y la diferencia de adsorciones tiende a cero como Iyem — Iiso
(H — Hc)P. Un ajuste de los datos devuelve un valor del exponente critico = 0.3372, en acuerdo
con el exponente de campo medio del modelo de Ising en dos dimensiones (8 = 1/3), que esta
en la misma clase de universalidad que la transicién de capilaridad.

El orden de magnitud de la anchura critica Hc coincide con el estimado por otros autores en sis-
temas similares. Por ejemplo, Dijkstra et al. [136], usando simulaciones Monte Carlo, encontraron
Hc/(L+ D) = 2.3 en un sistema de esferocilindros duros con relacién de aspecto L/D = 15
confinado entre dos paredes duras; Reich y Schmidt [144] usando un funcional tipo Onsager
para describir varillas confinadas entre paredes duras (actuando sobre centros de masas) tam-
bién observaron un punto critico en H¢/L = 2.7. Por dltimo Pifieiro et al. [143] en un sistema de
particulas discéticas (de ancho D) han comprobado que la anchura critica es menor (Hc/D = 3)
si las paredes producen isotropizacién capilar que en el caso de que el confinamiento induzca
nematizacién capilar (Hc/D = 4), es decir, el comportamiento mostrado en la figura 4.6.

Volviendo al diagrama de fases de la figura 4.4, el dltimo caso estd representado con linea
discontinua para indicar que se trata de una situacién metaestable: es un minimo local del fun-
cional. Ya vimos que el sistema semi-infinito (véase resumen en figura 3.15) sufre una transicién
de anchoring de primer orden en Vp = V' = 0.168kT donde el director pasa de estar perpen-
dicular a paralelo a la pared. El caso al que hacemos referencia tiene un valor Vy = 0.20kT y

por tanto es légico pensar que en esas condiciones exista en el interior del poro una solucién
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con el director paralelo a la pared que sea mds estable (recuérdese que los casos vistos hasta
ahora tenian el director perpendicular a la pared). Una minimizacién funcional partiendo de una
situacién inicial de anchoring planar y condiciones de coexistencia IN de volumen demuestra que,
en efecto, el caso V) = 0.20kT (representado figura 3.15) es metaestable, mientras que el anterior,
Vo = 0.013kT, es estable. Sin embargo, ya vimos (figura 3.13 (a)) que la transicién de anchoring se
desplazaba hacia Vy > V! cuando aumentamos el potencial quimico por encima de la coexisten-
cia. De forma que cabe la posibilidad de estabilizar una fase con el director perpendicular a la
pared si aumentamos lo suficiente el potencial quimico.

¢(Como es entonces el diagrama de fases cuando atravesamos la transicién de anchoring?. Se
puede ver un ejemplo en la figura 4.8 para el caso Vy = 0.3kT. Hemos elegido este en lugar
de Vy = 0.2kT ya que es mucho maés claro visualmente. Las dos estructuras, anchoring planar
y homeotrépico, son posibles. Existe una isla de nematico con el director paralelo a la pared
limitada inferiormente por una transicién de primer orden con una fase isétropa y superiormente
por una transicién de primer orden con un nematico que tiene el director perpendicular a la
pared. Esta transicién entre dos estados nematicos con diferente orientacion es el remanente de
la transicién de anchoring del sistema semi-infinito. Para H — oo tiende hacia el valor de volumen
UA > Heoex (cuando Vy > VOA). Una tercera linea, en este caso correspondiente a una transiciéon
de primer orden isétropo-nemdtico homeotrépico, parte de un punto triple (circulo negro) de la
mencionada isla y muere en un punto critico (circulo vacio). Por tdltimo destacar que en todo
el rango de H la transicién de capilaridad ocurre a un potencial quimico por encima del de la
coexistencia IN de volumen.

Ya sabemos que al seguir aumentando Vj el sistema atraviesa una segunda transicién de
wetting, en esta ocasién con el director paralelo a la superficie. A diferencia de la anterior
(Vo < VJVN1) se trata de una transicion de primer orden y tiene asociada una linea de prewetting
fuera de coexistencia. Veamos qué ocurre al confinar el sistema.
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FIGUura 4.9.: Diagrama de fases en el plano u — H para Vy = 0.7kT (a) y Vo = 1.4T (b), es decir V > V(;N NI,

Al potencial quimico le hemos sustraido el de la coexistencia IN. La longitud de decaimiento del
potencial es & = 0.88(L 4+ D)~! en ambos casos. Las lineas muestran las transiciones de primer orden
entre los distintos estados: isétropo "iso", nemético con anchoring planar "nem(||)" y prewetting "pw".

Circulos vacios son puntos criticos y el circulo negro resalta la presencia de un punto triple.

Se puede ver en la figura 4.9 el diagrama de fases para dos situaciones donde Vj > VOWN”. En
(@) Vo = 0.7kT, es decir a la izquierda del punto critico de la transicién de prewetting y en (b)
Vo = 1.4kT, de manera que hemos pasado el punto critico (véase figura 3.11). Ambas situaciones
estdn muy dentro de la regién de wetting completo con anchoring planar y como era esperable
la fase nematica con el director perpendicular ha desaparecido?. Debido a la situacién de wet-
ting completo, se recupera de nuevo el hecho de que la transiciéon de capilaridad ocurra antes
de la coexistencia IN de volumen. Un vez hemos pasado el punto critico de la linea de prewet-
ting en el sistema semi-infinito (caso (b)) el diagrama es equivalente a la situacién de anchoring
homeotrépico que vimos anteriormente, salvo que ahora la transicion es entre un estado isétropo
y un nemadtico con anchoring planar. No ocurre igual en el caso representado en (a), donde es-
tamos relativamente cerca de VOWNH y todavia persiste la transicién de prewetting. La transicién
de prewetting del sistema semi-infinito contintia en el interior del poro y se cruza con la linea
de nematizacién capilar, dando lugar a un punto triple (circulo negro). En dicho punto triple
coexisten una fase nematica uniforme, un isétropo y la fase que ha experimentado el prewetting
(region central isétropa, pero con una capa de nemadtico adsorbida sobre las superficies). En la
figura 4.10 podemos ver los pardmetros de orden de las tres fases que coexisten en el punto
triple. Recordemos que para estos valores de V| todavia persiste la capa inicial con el director
perpendicular. A la izquierda del punto triple contintia una rama isétropo-nemadtico que muere
en un punto critico.

Es interesante la pequefia pendiente de la linea de prewetting en comparaciéon con el resto

“4Cabe la posibilidad de que se haya desplazado hacia potenciales quimicos muy altos. Tan altos que con seguridad seria
metaestable frente a fases con orden posicional.
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F1GURA 4.10.: Pardametros de orden de las fases que coexisten en el punto triple de la figura 4.9. (a) fase
nemdtica "mem(||)", (b) fase con una fina capa de nematico adsorbida sobre las superficies "pw" y (c)
una fase is6tropa "iso". Con trazo continuo pvy (la densidad por el volumen molecular), la linea a trazos
gruesa es el pardmetro de orden uniaxial #, la linea a trazos fina el parametro de orden biaxial ¢ y la

linea punteada el dngulo de tilt ¢ escalado en un factor 7 (p* = ¢/ m).

de transiciones de capilaridad. La transicién de prewetting apenas se ve afectada por el confi-
namiento, incluso cuando el ancho del poro es pequefio. La razén es que los estados por encima
y por debajo de la transicion de prewetting estan desordenados en el centro del poro (el pardmetro
de orden uniaxial es casi nulo en mitad del poro, véase la figura 4.10) y la interaccién entre los
dos sustratos se propaga mucho menos que a través de un nematico. Es como si las dos superfi-
cies "dejaran de verse” incluso a distancias muy pequefias cuando hay un isétropo en el centro
del poro.

4.3. Confinado asimétrico

La segunda parte del capitulo estd dedicada al estudio de celdas asimétricas. Una de las situa-
ciones mds interesante tiene lugar cuando un sustrato favorece anchoring homeotrépico y el
otro anchoring planar (no degenerado). Esta configuracion se conoce comtnmente como “celda
hibrida” y tiene gran interés préctico. Se usa por ejemplo en la determinacién de las propiedades
de anchoring de los sustratos [145, 146, 147] y es importante en el contexto de los displays 6pticos
basados en cristales liquidos [148].

En una celda hibrida se combinan los efectos de superficie y confinamiento con un nuevo
factor: la elasticidad debida a posibles deformaciones en el campo del director. La intensidad del
anchoring superficial y la anchura de la celda son dos pardmetros cruciales que determinan el
estado final del sistema.

Cuando la anchura del poro es suficientemente grande, la configuraciéon mas estable consiste
en una variacién mds o menos lineal del director (fase L en la figura 4.11); de esta forma se
satisfacen las condiciones de contorno impuestas por las superficies y se consigue minimizar la
energia elastica.

Si ahora forzamos el sistema disminuyendo la anchura del poro y el anchoring impuesto por

una superficie es mucho mayor que el de la otra, se espera que las moléculas se orienten en
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FIGUra 4.11.: Representacion esquematica de dos de las posibles orientaciones que puede adoptar el director
en una celda hibrida: fase L, donde el director rota de manera mds o menos uniforme a lo largo del

poro y fase S con dos capas de nematico enfrentadas que tienen el director perpendicular entre ellas.

toda la celda a lo largo de la direccién dada por la superficie dominante [149]. Vamos a etiquetar
este estado con la letra U, de uniforme. Existe una transicién estructural entre los estados L y U
conocida como transicién de anchoring inducida por confinamiento. En cierto sentido es similar
a la transicién de Fréedericksz, pero inducida por variaciones en el espesor de la celda en lugar
de por la accién de campos electromagnéticos externos.

Por el contrario, cuando ambas superficies imponen un anchoring similar y fuerte®, es posible
que una fase con dos capas uniformes de nemaético, que tienen el director perpendicular entre
si, sea estable para anchuras de poro suficientemente pequefias (fase S en la figura 4.11). De esta
forma el sistema gana energfa de superficie, al satisfacer el anchoring en toda la celda, a cambio
del gasto que supone crear un defecto de tipo interfacial. Nos referiremos a este estado con el
nombre de fase escalon (step-like phase), si bien en la literatura también aparece frecuentemente
como biaxial phase o director-exchange phase.

La fase escalén ha sido estudiada en el contexto de la teoria Landau-de Gennes [150, 151, 152] y
con simulaciones Monte Carlo sobre un modelo de red [153]. Rodriguez-Ponce et al. [154], usando
un modelo muy sencillo basado en el funcional de la densidad, observaron una fase similar, si
bien la interfase abrupta entre los dos nematicos esta localizada muy cerca de una de las paredes
(a una distancia del orden de la longitud molecular). Esto es debido a que su modelo de interac-
cién intermolecular favorece una orientacién planar del director. Los autores también estudiaron
la anchura a la que tiene lugar la transicién en funcién del anchoring superficial. Encontraron que
la anchura necesaria para estabilizar la fase lineal es menor cuanto mayor es el anchoring super-
ficial. Resultado este contrario a las predicciones de la teoria Landau-de Gennes [151]. Todavia
hoy no existen evidencias experimentales claras que corroboren la existencia de esta fase. No
obstante, podria haber sido observada recientemente usando un aparato de fuerzas de superficie
(SFA). Zappone et al. [155] han encontrado un cambio en el signo de la fuerza entre las dos super-
ficies del SFA cuando la separacién es muy pequefia, del orden de 10nm. Los autores del estudio
apuntan que podria ser una evidencia indirecta de la aparicién de una fase de tipo S.

Las condiciones necesarias para estabilizar una fase escal6n y otros aspectos como la anchura
maxima a la que puede sobrevivir contintian siendo una cuestion abierta. Para intentar dar res-
puesta a estos aspectos vamos a estudiar, mediante un modelo microscépico, la estabilidad de la
fase escalén en una celda hibrida. También queremos ver cudl es su conexién con el estado de
wetting del sistema, con los efectos eldsticos y con las transiciones que tienen lugar en volumen.

5Tiene que ser lo suficientemente fuerte como para que satisfacer las condiciones de contorno compense la creaciéon de
un defecto de tipo interfacial.
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FIGURA 4.12.: Pardmetros de orden de las dos fases que coexisten en el caso de paredes asimétricas. La
pared izquierda favorece un anchoring homeotrépico (Vg = —1.0kT) y la derecha un anchoring planar
(Vo = 3.0kT). En ambas, la longitud de decaimiento del potencial es « = 1.77(L + D)7, La linea
continua es la fase lineal (L) y la discontinua la fase abrupta (S). Los perfiles son: (a) la fraccién de
empaquetamiento local, (b) parametro de orden uniaxial, (c) pardmetro de orden biaxial y (d) dngulo

de tilt en grados.

Los resultados que se muestran a continuacién han sido obtenidos para esferocilindros duros
con una relacién de aspecto L/D = 5 confinados en una celda hibrida. La versién del funcional
de la densidad utilizada es la misma que en secciones precedentes. Hemos dividido los resulta-
dos en tres partes. Primero estudiaremos qué ocurre cuando ambos sustratos inducen anchoring
fuerte. Seguiremos analizando una situacién donde uno de los sustratos induce anchoring débil,
y para finalizar veremos una situacién diferente: qué ocurre cuando una superficie favorece el

crecimiento de un nematico y la otra el de un isétropo.

4.3.1. Celda hibrida: ambos sustratos inducen anchoring fuerte

Dado que nuestro interés es encontrar la fase con dos capas nematicas enfrentadas, debemos im-
poner una situacién de anchoring fuerte. Necesitamos por tanto unos valores de la intensidad del
potencial de superficie Vj que se encuentren en la regién de wetting completo por nemético (véase
la figura 3.15). Nuestra eleccién ha sido V{ /kT = —1.0 para el sustrato en z = 0y VP /kT = 3.0
en la pared situada en z = H (la expresién del potencial externo se puede encontrar en la ec. (4.5)).
Es decir, el sustrato en z = 0 favorece una orientacién homeotrépica mientras que el situado en
z = H favorece un anchoring planar no degenerado o anchoring homogéneo.

En la figura 4.12 vemos los pardmetros de orden de dos fases que coexisten en la celda hibrida.
Hay una transicion de primer orden entre ambas fases. El ancho del poro es H =8.70(L+ D) y
el potencial quimico es el de la coexistencia is6tropo-nematico en volumen, y = pcoex-
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16 B FiGUraA 4.13: Diagrama de fases en el plano

\ anchura del poro-longitud inversa de de-
Y L caimiento del potencial de superficie. El po-
tencial quimico esta fijado al de la coexisten-
cia is6tropo-nematico de volumen, 4 = pcoex,
AN y la intensidad del potencial de superficie es

. Vi/kT = 1.0 y VP /kT = 3.0. Existe una
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H / (L+D)

.o transicién de primer orden entre una fase S
-9 y una fase L. Los circulos son el resultado de

s~ Tt -__ la minimizacién funcional y la linea a trazos

‘ ‘ ‘ es un ajuste de tipo exponencial (detalles del

a(L+D) ajuste en el texto).

Atendiendo al perfil del d&ngulo de tilt (d) podemos clasificarlas como una fase de tipo L (linea
continua) y una de tipo S (linea a trazos). Notese como la fase tipo S tiene un parametro de orden
uniaxial (b) que es nulo en la interfase entre los dos nematicos. Existe también en la misma regién
una pequenia disminucién en la fraccién de empaquetamiento local (a) y una ligera biaxialidad (c).
Esta disminucién del orden en la interfase entre las dos capas nematicas enfrentadas disminuye
el coste energético que conlleva una variacién tan rdpida del director [152]. El modelo contiene
por tanto una fase de tipo escalén y una transiciéon a un nematico lineal. Vamos a ver c6émo se ve
afectada su estabilidad por dos mecanismos: cambios en el potencial de superficie y variaciones
en el ancho del poro.

Existen pocos trabajos que estudien esta configuracién [150, 151, 152, 153] y ninguno hace
referencia al papel que juega el alcance del potencial. Nosotros hemos analizado cémo varia
la anchura del poro necesaria para estabilizar una fase de tipo S en funcién de la longitud de
decaimiento inversa del potencial, «. Los resultados se pueden ver en el diagrama de fases de la
figura 4.13. Los circulos se corresponden con la minimizacién funcional y la linea a trazos es el
mejor ajuste a una curva del tipo H = a+b-exp(—cx), siendoa = 7.33(L+ D), b = 26.24(L + D)
y ¢ = 1.72(L 4 D). La estabilidad de la fase S aumenta conforme la longitud de penetracion del
potencial es mayor (disminuye «). En el limite opuesto (menor longitud de penetracién) parece
que se alcanza un valor de saturacién. En todo el rango de a estudiado la transiciéon entre las
fases S y L es de primer orden. No hemos encontrado ninguna evidencia de que el diagrama de
fases termine en un punto critico.

El célculo anterior estd realizado para un potencial quimico fijo, i = icoex. Siguiendo los pasos
del caso simétrico, queremos ver qué ocurre con la transicion si fijamos el potencial de la pared
y variamos el ancho del poro; de esta forma podremos establecer una conexién con las transi-
ciones de volumen. Para ello se ha establecido el alcance del potencial a « = 0.88(L + D)~ (el
mismo que en secciones anteriores) y hemos obtenido el diagrama de fases en el plano potencial
quimico-anchura del poro. Se puede ver en la figura 4.14. La linea continua marca la transiciéon de
primer orden entre las dos fases. A potenciales quimicos por debajo de la transicién es estable el
estado que hemos denominado S, mientras que para potenciales quimicos por encima de la tran-
sicién es estable la fase L. Cuando el poro es pequefio la transicion tiene lugar para potenciales
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FIGURA 4.14.: Diagrama de fases de superficie de una celda hibrida en el plano potencial quimico-anchura
del poro. Al potencial quimico le hemos restado el de la coexistencia IN de volumen. El sustrato
izquierdo favorece anchoring homeotrépico V¢ /kT = —1.0 y el derecho planar VP /kT = 3.0. En ambos
casos el alcance del potencial es & = 0.88(L + D). El circulo vacio es una estimacién de la localiza-
cién del punto critico. Los circulos marcados como A y B marcan los puntos para los cuales se han

representado los perfiles de los pardmetros de orden en la figura 4.15.
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FIGURA 4.15.: Parametro de orden uniaxial 7 y dngulo de tilt i de las fases que coexisten en los puntos
marcados como A (ay c) y B (b y d) en el diagrama de fases de la figura 4.14. Noétese en (d) que el

director no estd definido cuando se tiene 7 = 0.
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quimicos por encima de la coexistencia isétropo-nemadtico de volumen y finalmente termina en
un punto critico. El circulo vacio marca la estimacion de la localizacién de dicho punto. Si ahora
aumentamos el ancho del poro, la transicién tiene lugar antes que la coexistencia IN de volumen
y tiende muy lentamente hacia ese valor cuando H — co.

Hay dos aspectos llamativos en este diagrama de fases. El primero de ellos es que no hemos en-
contrado evidencia de que la transiciéon SL termine en un punto critico al aumentar el ancho del
poro. Esto contradice lo que se pensaba hasta ahora (recordemos que la estabilidad de la fase S se
crefa restringida a celdas pequerias). El otro punto que llama la atencién es, ;por qué esta transi-
cién estructural entre dos fases nemdticas recupera el limite de la transicién isétropo-nemético de
volumen cuando el ancho de la celda es grande?. La respuesta a estos interrogantes se encuentra
en la figura 4.15. Muestra los perfiles de las fases que coexisten en los puntos marcados como A
y B en el diagrama de fases. Observemos el comportamiento de # en la fase S (linea continua).
Cuando el poro es estrecho (a), la regién entre capas neméticas (con 77 ~ 0) es del orden de una
longitud molecular y se puede hablar de una “verdadera” fase S. Sin embargo, al aumentar H
(b) la region en la que se tiene un parametro de orden nulo ha aumentado considerablemente,
desarrolldandose una capa de isétropo bien definida que separa las capas nemadticas adsorbidas
sobre las superficies.

Sean I; y I el espesor de las capas nematicas adsorbidas sobre la superficie izquierda y derecha
respectivamente. Al acercarnos a la coexistencia IN de volumen, dichas capas experimentan un
crecimiento logaritmico (como corresponde a interacciones de corto alcance) ya que estamos en
una situacién de wetting completo por nematico: I;,1; ~ —log|Ap| para Ax — 0. La regién ocu-
pada por el isétropo se puede expresar como /() = H — I;(u) — 1;(u), y puesto que H ~ 1/Au
(recuérdese la ecuacion de Kelvin) es evidente que la anchura de la capa de isétropo crece con-
forme aumenta el ancho del poro, y por tanto termina por desacoplar completamente las capas

nematicas®. Se puede apreciar este comportamiento en la figura 4.16 donde se ha representado

Al igual que ocurria en el caso simétrico, cuando el ancho del poro sea suficientemente grande la capa de nemético
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I frente a la anchura del poro. Cuando esta tltima es pequena las capas nematicas adsorbidas
sobre las superficies ocupan el poro casi por completo y el isétropo se reduce a una regién de
tamafio molecular. Conforme crece H y las capas “dejan de verse” la regién del isétropo aumenta
rdpidamente de tamarfio. Se tiene entonces que la fase S conecta con el is6tropo de volumen, sin
evidencia alguna de que exista una transicién entre ellas, y la L con el nematico, es decir, esta-
mos estudiando la cldsica transicién de capilaridad isétropo-nematico. La fase S es el isétropo
de volumen confinado y la transicién SL es por tanto una transicién de fase y no una transiciéon
estructural entre dos fases nemadticas, tal y como se habia estado considerando hasta ahora.

Al favorecer cada pared la formacién de un nematico con distinta orientacién, se produce una
interaccion destructiva entre ambas que se refleja en el hecho de que la transicién IN tenga lugar
a potenciales quimicos por encima de la coexistencia de volumen cuando la distancia entre los
sustratos es pequefa. Es el efecto contrario al que vefamos en el caso simétrico (figuras 4.4 y
4.9) donde la interaccién entre ambas paredes favorecia que la transiciéon de capilaridad tuviera
lugar antes que en volumen. Cuando la separacién entre ambos sustratos aumenta, la interaccién
entre los mismos disminuye y la transicion IN confinada se aproxima por debajo a la coexis-
tencia de volumen. Es el comportamiento esperado atendiendo a los argumentos macroscépicos
mencionados con anterioridad.

4.3.2. Celda hibrida: un sustrato induce anchoring débil

Acabamos de ver una situacion donde ambas paredes favorecen un anchoring fuerte y opuesto.
Veamos qué ocurre si una de las superficies induce un anchoring débil, por ejemplo en las cer-
canias de la transicién de anchoring del sistema semi-infinito y la otra induce wetting completo por
nematico. En estas condiciones es posible que se estabilice una fase U (con el director uniforme)

adsorbida sobre la pared en el estado isétropo serd muy ancha. En estas circunstancias una configuracion donde el

director rota 77/2 desde la pared que favorece anchoring homeotrépico, z = 0, hasta la interfase IN serd mds estable.

-1/2

Dicha capa crece como Ay y por lo tanto el argumento sigue siendo valido.
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F1Gura 4.18.: Diagramas de fase esquematicos que se pueden dar en una celda hibrida. Los detalles de cada

configuracién se pueden encontrar en el texto.

a pesar de encontrarnos en una celda hibrida, ya que la intensidad del anchoring es distinta en
las dos superficies. En la figura 4.17 se ha representado el diagrama de fases de un caso asi. En
la pared izquierda V{/kT = 0 (wetting completo por nematico homeotrépico) y en la derecha
VP /kT = 0.35 (wetting parcial por nemético planar). Aparecen tres fases: la isétropa (nétese que
ya no usamos la etiqueta S pues sabemos que se trata en realidad del is6tropo de volumen), la
nemdtica lineal L y una tercera fase nematica uniforme U donde el director es homeotrépico en
toda la celda. La estabilidad de la fase U se extiende a celdas muy anchas, sin sefiales de que
desaparezca en un punto critico. Este comportamiento no es consistente con que su estabilidad
se deba a diferencias en la intensidad del anchoring superficial. En efecto, la fase U es debida,
en este caso, a que el sustrato situado en z = H atraviesa una transicion de anchoring cuando
aumentamos el potencial quimico (véase la figura 3.15). La transicién de anchoring que tiene lu-
gar en el sistema semi-infinito sobrevive en la celda y muere en la linea de nematizacién capilar,
dando lugar a un punto triple ILU. Para H menores que el del punto triple persiste una transi-
cién IU que termina en un punto critico. A la derecha del punto triple aparecen dos ramas, la

isétropo-nematico lineal y la nemaético lineal-nemadtico uniforme.

Un sistema parecido ha sido estudiado recientemente por Rodriguez-Ponze et al. mediante el
funcional de la densidad [128]. El sistema estudiado por los autores se diferencia del nuestro en
que la fase is6tropa “moja” el sustrato que experimenta la transiciéon de anchoring. El resultado
es la supresién de la transicién de capilaridad isétropo-nematico, de forma que las transiciones

de capilaridad y anchoring nunca interaccionan.

Volviendo a nuestro modelo, es previsible que si aumentamos la diferencia entre la intensidad
del anchoring de las dos superficies aparezca una fase uniforme cuyo origen sea esa diferencia y
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no el que tenga lugar una transicién de anchoring. En el rango de potenciales quimicos y anchuras
de poro analizados no hemos encontrado la transicién a dicha fase, que como ya hemos visto se
conoce como anchoring inducido por confinamiento [145, 146, 147].

A modo de conclusién, resumimos los diferentes escenarios posibles en una celda hibrida.
Se pueden ver de forma esquemadtica en la figura 4.18. El caso mds sencillo es simplemente la
ocurrencia de una transicion de capilaridad isétropo-nemaético lineal, estd representado en el
apartado (a). Cuando la energia de anchoring de una de las superficies es grande en comparaciéon
con la otra puede surgir una rama nematico lineal-nemadtico uniforme para anchos de poro pe-
quenos (b). Si la separacién aumenta ambas paredes dejaran de verse y por tanto esta fase U debe
morir en un punto critico. También es posible la ocurrencia de una transicién uniforme-lineal si
uno de los sustratos experimenta una transicion de anchoring, es el caso (c). Este caso es el mismo
que vimos en la figura 4.17 con la tinica diferencia de que la linea LU termina en un punto critico
en lugar de colapsar con la IL. En esta ocasion la fase U persiste hasta H — oo.

El caso mas complejo estd representado en (d), hay dos fases uniformes U y U’. La rama LU’
se debe a que uno de los sustratos atraviesa una transicién de anchoring al variar y, mientras que
la rama LU tiene su origen en la diferente intensidad del anchoring superficial. Lo interesante de
este caso es que la orientacion de las fases U y U’ puede ser diferente y dar lugar a una nueva
rama de coexistencia UU'.

4.3.3. Celda hibrida nematico-is6tropo

En un sentido mds amplio también se entiende por celda hibrida cuando uno de los sustratos
favorece la formacién de un nematico y el otro un isétropo. La situacién més interesante se
produce cuando uno de los sustratos induce wetting completo por isétropo y el otro wetting
completo por nematico. Bajo tales circunstancias, un andlisis macroscépico basado en la ecuaciéon
de Kelvin predice la supresion de la transicion de capilaridad isétropo-nemético. Parry y Evans
[156] fueron los primeros en analizar dicha supresién mediante teoria Landau en el contexto de
sistemas magnéticos (supresion de la transicién de magnetizacién). También se ha analizado en
cristales liquidos mediante un modelo Landau [157] y recientemente con un modelo basado en
el funcional de la densidad [128].

El potencial externo que hemos usado para describir la interaccion entre el cristal liquido y
la superficie no induce wetting completo por isétropo en el sistema, ya vimos en la seccién 3.3.4
que era inestable, y por lo tanto no podemos estudiar esta fenomenologfa. S podemos analizar
qué ocurre cuando uno de los sustratos tiene preferencia por la fase isétropa (ysy > yin) v el
otro por la fase nematica. Para concluir brevemente el capitulo vamos a analizar un caso asi. La
pared en z = 0 favorece un nemético, V) /kT = —0.1 (wetting completo), y la situada en z = H
un isétropo, VP /kT = 0.13 (wetting parcial). En las dos el alcance es « = 0.88(L + D)L

Los resultados se muestran en la figura 4.19. En (a) vemos el diagrama de fases en el plano
potencial quimico-anchura del poro (linea continua). Tal y como esperdbamos no aparece feno-
menologia nueva. Las lineas a trazos de la figura representan los casos simétricos: en la superior
ambas paredes con Vy/kT = 0.13 y en la inferior Vj/kT = —0.1. El valor al que tiene lugar la
transicion IN en el sistema asimétrico esta siempre en la region delimitada por el caso de paredes

simétricas. Notese que esto no es lo que ocurria cuando las paredes favorecian nemaéticos con dis-
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F1GUra 4.19.: (a) Diagrama de fases en el plano H — y. En todos los casos el alcance es « = 0.88(L + D).
La descripcién de las distintas lineas se puede encontrar en el texto. El circulo negro marca el punto
para el cual hemos representado en (b) la fraccién de empaquetamiento local (arriba) y el pardametro

de orden uniaxial (abajo) de las dos fases que coexisten.

tinta orientacién. La diferencia radica en cémo interaccionan las paredes en el sistema asimétrico
respecto al caso simétrico. Cuando una pared favorece un nemadtico y la otra un isétropo la
interaccion entre ambas es constructiva (en el sentido de que beneficia la nematizacién), exacta-
mente igual que el caso simétrico. Por el contrario, cuando las paredes inducen nematicos con
distinta orientacién, la interacciéon entre ambas es destructiva, mientras que en el caso simétrico
es constructiva.

En la parte (b) de la figura vemos los perfiles de la fraccién de empaquetamiento local (arriba)
y el pardmetro de orden uniaxial (abajo) de las fases que coexisten en el punto marcado por
un circulo negro en (a). La capa de nemdtico adsorbida sobre la pared izquierda, que favorece
wetting completo por nematico, tiene un ancho mayor que la adsorbida sobre la pared derecha.
Los pardmetros ¢ y ¢ (no se muestran) son nulos en toda la celda.

4.4. Conclusiones y cuestiones abiertas

En este capitulo hemos estudiado el diagrama de fases de un sistema de esferocilindros duros
confinado entre dos paredes, asi como su relacién con las propiedades de wetting y anchoring
del sistema formado por una pared y un cristal liquido (seccién 3.1). Hasta donde llega nuestro
conocimiento es la primera vez que se aborda el problema desde un punto de vista molecular
y sin restricciones o simplificaciones sobre la orientacién de las particulas. Hemos tratado dos
situaciones, el caso simétrico y el asimétrico.

La figura 4.20 trata de resumir escuetamente los diferentes escenarios cuando ambas paredes
son idénticas, asi como su relacién con el sistema semi-infinito. En la parte superior vemos los
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F1Gura 4.20.: Resumen de los diferentes diagramas de fases del sistema confinado (parte superior) y su
relacién con las propiedades de wetting (parte inferior). Las diferentes fases involucradas son: "iso"
isétropo, "||" nemaético con el director paralelo a la superficie y "_L" nematico con el director perpendi-

cular a la pared.

diagramas de fases segiin variamos la afinidad e intensidad con que el sustrato orienta a las
moléculas (Vp). El comportamiento de wetting estd indicado por flechas horizontales en la parte
inferior de la figura.

En el régimen de wetting completo por nematico la transicién IN confinada tiene lugar antes
que en volumen (diagramas a,d y e), es decir, se produce “nematizacién capilar”. De hecho
no hace falta una condicion tan dréstica, basta que se verifique que la tensién superficial de la
interfase sustrato-nemadtico sea inferior a la sustrato-isétropo para mostrar este comportamiento
(las flechas verticales de los extremos indican esta condicién). Cuando se da la situacién contraria,
es decir ygy > sy, la transicién IN confinada ocurre a potenciales quimicos por encima de la
coexistencia de volumen cuando el ancho del poro es suficientemente grande (b y c). Tiene lugar
entonces una “isotropizacién capilar”. Es la region comprendida entre las flechas verticales de los
extremos. Este es el comportamiento para anchos grandes, que estd dominado por la ecuacién de
Kelvin. Sin embargo, para anchos de poro pequefios la interacciéon entre ambas paredes promueve
(b) o0 no (c) el orden nemético en el interior del poro. El resultado final es que hay situaciones
donde la transicién is6tropo-nemaético confinada tiene lugar antes o después que en volumen
dependiendo de la anchura del poro (b). Es un comportamiento no monétono de la transicién
de capilaridad. También en la regién de wetting parcial tiene lugar una transicién de anchoring
(marcada por la linea vertical central). Los efectos de dicha transicién se propagan al sistema
confinado y dan lugar a un nuevo e interesante diagrama de fases (c), donde, ademéds de la
coexistencia IN, aparece otra linea de coexistencia entre dos nemaéticos con distinta orientacién.
Finalmente, si la transiciéon de wetting es de primer orden en el sistema semi-infinito, tendra
asociada una linea de prewetting. Dicha transicién de prewetting sobrevive en el sistema confinado
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y se ve muy poco afectada por el confinamiento (d), incluso cuando el ancho del poro es muy
pequerio.

Todas las transiciones de capilaridad terminan en un punto critico cuando la distancia entre
las paredes es pequena (circulos negros en la figura). En esta zona no se puede aplicar un razo-
namiento macroscépico basado en la ecuacién de Kelvin, que si se verifica completamente en el

régimen H — oo.

También hemos tratado la situacién asimétrica, siendo el caso mads interesante cuando las dos
superficies favorecen la formacién de un nematico con diferentes orientaciones. En principio se
esperaba un comportamiento significativamente distinto al del caso simétrico, con la apariciéon
de una fase escalén y su correspondiente transicion estructural hacia un nematico lineal. Nues-
tros célculos revelan que en realidad la fase escalén conecta con el isétropo de volumen. No se
trata por tanto de una fase nueva, y la transicién que tiene lugar en el poro es la cldsica transi-
cién de nematizacion capilar. Dicha transicion presenta alguna diferencia importante respecto al
caso simétrico. En primer lugar, en la fase nematica, el director rota para satisfacer el anchoring
impuesto por las superficies. La densidad de energia eldstica (por unidad de drea) asociada a
dicha rotacion en toda la celda es %2%, donde Kj es la constante eléstica de las deformaciones
de tipo splay. Es un término despreciable cuando la anchura del poro es suficientemente grande,
pero a tener en cuenta en poros de tamario intermedio (véase la modificacién de la ecuacién de
Kelvin en la seccién A.4.2 del apéndice). En el limite opuesto, poros pequefios, también aparecen
diferencias. En el caso simétrico y en condiciones de wetting completo, la interaccién entre las
dos superficies es constructiva, de manera que favorecen el orden nemdtico. Orden que se ve
mads favorecido cuanto méds dentro de la regién de wetting completo nos encontremos. Por contra,
cuando las paredes son asimétricas y se encuentran en la regiéon de wetting completo, su inte-
raccién es destructiva. Favorecen entonces la estabilidad de la fase isétropa frente a la nematica
(figura 4.14).

En todos los casos los perfiles de los pardmetros de orden varian lentamente a lo largo de toda
la celda, lo cual nos hace pensar que la aproximacién usada en el funcional es razonable. No
obstante, hemos realizado comprobaciones puntuales con el funcional no local (seccién 2.5). Los
resultados obtenidos son muy similares, incluso cuando el ancho del poro es pequefio. Sin em-
bargo no podriamos usar esta aproximacién para cualquier relacién de aspecto del esferocilindro.
En el caso tratado se tiene Y = L/D = 5y la transicién IN de volumen esta suficientemente ale-
jada de la nemadtico-esméctico, de forma que los perfiles estan poco estructurados en el rango de
presiones al que hemos trabajado. La situacién es atin mds favorable si aumentamos la relacién
de aspecto (recuérdese el diagrama de fase de volumen de la figura 1.6), pero si la disminuimos
nos acercaremos al punto triple is6tropo-nemaético-esméctico y no podremos usar el funcional

local para estudiar la transicién IN confinada.

Hay varias cuestiones que no han sido tratadas y podran ser objeto de un trabajo futuro. En
concreto hay tres especialmente interesantes. La primera de ellas la mencionamos a lo largo del
capitulo. La interfase IN libre tiene una tensién superficial minima cuando las moléculas del
nemadtico se sittian paralelas a la interfase. Cuando tenemos una capa de nemdtico adsorbida
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F1GUuraA 4.21.: Posible diagrama de fases en un sistema compuesto por paredes asimétricas que atraviesan

una transicién de prewetting. En la derecha una representacién esquematica de las distintas fases: I
is6tropo; pw la pared izquierda atraviesa la transicion de prewetting; pw’ ambas paredes han atravesado

la transicién de prewetting; N nematico.

sobre una superficie que impone anchoring homeotrépico se crea una interfase IN que no verifica
esta condicién. Si la capa adsorbida es suficientemente grande, ~ 100(L + D), resultard energéti-
camente favorable rotar las moléculas del nematico a lo largo de la capa con la intencién de que
la tensién superficial de la interfase IN sea minima. Esto da como resultado una coexistencia de
primer orden entre dos fases, una con las moléculas rotadas y otra con el director uniforme. Seria
interesante ver qué le ocurre a esa transicién cuando confinamos el sistema. Es previsible que la
transicién siga teniendo lugar en el poro, dando como resultado un diagrama de fases parecido
al que se obtiene cuando hay prewetting (Fig. 4.9 (a)), pero teniendo en cuenta que la nueva linea
de coexistencia comenzaré a ser estable para poros mucho maés anchos.

Pensemos en la transicién de prewetting en el interior del poro. En ella coexisten dos fases con
una zona central is6tropa. Dichas fases se diferencian en las capas nemadticas adsorbidas sobre los
sustratos, que tienen diferentes anchuras. El comportamiento es el mismo en la pared izquierda
que en la derecha, pues el poro es simétrico. Si hacemos ahora las paredes asimétricas, esto deja
de ser cierto, y podremos tener una nueva linea de coexistencia. La coexistencia sobre esta nueva
linea serd de una fase donde ambas paredes han atravesado la transicién de prewetting, con otra
donde solo uno de los sustratos ha atravesado el prewetting. Se puede ver un ejemplo de como
podria ser el diagrama de fases en la figura 4.21. Si un diagrama como este es estable deberia
aparecer eligiendo dos valores de V; diferentes y que estén dentro de la regién donde la transiciéon
de prewetting tiene lugar en el sistema semi-infinito. También se espera una topologia como esta
si construimos un poro asimétrico donde ambas superficies favorezcan wetting completo por
nematico homeotrépico, siendo la intensidad del anchoring la diferencia entre los sustratos. En
este caso las capas nemaéticas adsorbidas no se diferenciardn en su espesor, sino en la orientacién
del director (uniforme en un caso y rotado en el otro). Un escenario todavia mas complejo es
factible si combinamos ambos efectos. Las lineas de coexistencia Ipw, Ipw' y pw'N del diagrama
anterior se podrian desdoblar dando lugar a nuevas ramas y puntos triples. Con nuestro potencial
de superficie esto no es posible, ya que solo existe prewetting cuando el wetting es planar, y no
cuando el wetting es por una fase nematica homeotrépica.

Desde un punto de vista experimental, el microscopio de fuerzas atémicas parece un candidato
excelente para corroborar al menos parte de los resultados obtenidos, como el comportamiento
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no monoétono de la transicién de capilaridad o la conexién de la fase escalén con el isétropo de
volumen. Para ello seria necesario realizar experimentos similares a los que describimos en la
introduccién del capitulo [142], pero variando el tipo de sustrato o el propio cristal liquido, de
manera que se consiga variar las condiciones de wetting y obtener celdas hibridas.
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5. Layering y esmectizacion capilar

5.1. Introduccion

En el capitulo anterior nos hemos centrado en comprender las propiedades de un cristal liquido
nematico confinado y hemos visto como una superficie es capaz de orientar las moléculas. No se
prest6 atencion a la posibilidad de que se formaran fases con orden posicional en el interior del
poro. El propésito del presente capitulo es comprender como afecta el confinamiento a la fase
esméctica de un cristal liquido.

Entender desde un punto de vista microscépico la interaccién superficie-esméctico va més alld
del interés académico. Por poner un ejemplo, es bien sabido que una superficie induce orden
posicional en las moléculas de un cristal liquido junto a la superficie, incluso a temperaturas
donde la fase estable es un isétropo o un nematico [158]. Esto puede ser crucial a la hora de
disefiar displays basados en cristales liquidos, pues reduce de manera efectiva el ancho de la
celda. La falta de teorias microscépicas que describan bien las inhomogeneidades espaciales de
la fase esméctica junto con las limitaciones experimentales (como el control de la temperatura)
hacen que apenas existan trabajos en la literatura.

Horn et al. [159] y Moreau et al. [160] fueron los primeros en medir la interaccién entre dos
superficies que contenian un cristal liquido con orden preesméctico, es decir con orden cerca de
las superficies pero no en toda la celda. Para ello usaron un aparato de fuerzas de superficie (SFA)
y un cristal liquido termotrépico (Horn) o liotrépico (Moreau). Ambos grupos obtuvieron un
perfil oscilatorio de la fuerza entre superficies como funcién de su separacion, sefial inequivoca
de que el cristal liquido se estructura en capas. Recientemente Kocevar et al. [161, 162, 163] y
Carbone et al. [164] han realizado medidas parecidas pero usando un microscopio de fuerzas
atomicas (AFM). También se ha estudiado la transicién nematico-esméctico en aerogeles de silice
[165, 166], en matrices porosas (CPG) [167, 168] y la dindmica de un esméctico confinado en
silicio poroso [169].

Mediante simulaciones Monte Carlo se ha estudiado el orden posicional inducido por confi-
namiento en un nematico [170, 171]. También es interesante el trabajo de Quintana ef al. [172] con
moléculas que interaccionan via un potencial Gay-Berne. El resultado es un desplazamiento de la
transicién isétropo-esméctico y del punto triple vapor-liquido-esméctico en el sistema confinado
respecto al volumen.

El primer acercamiento tedrico a este tipo de sistemas se lo debemos a de Gennes [173], quien
hizo uso de una teorfa mesoscépica para describir la fuerza entre dos superficies mediada por
un fluido preesméctico. Creemos que nuestro trabajo [84, 85] ha sido pionero en tratar el orden
esméctico en el interior de un poro haciendo uso de una teoria microscépica capaz de describir
la falta de simetria translacional caracteristica de estas fases. Recientemente Martinez-Ratén [174]
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Ficura 5.1: Esquema del sistema que vamos a tratar.
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ha realizado un estudio similar en dos dimensiones mediante un funcional de la densidad basado
en la teoria de las medidas fundamentales, donde la fase con orden posicional es un columnar
bidimensional.

5.2. Modelo

En este capitulo vamos a estudiar el confinamiento de la fase esméctica de esferocilindros duros
para varias relaciones de aspecto, concretamente L/D = 3.7,5, y 6. Los dos tdltimos casos,
L/D = 5y 6, presentan en volumen una transicién nematico-esméctico. El primero, L/D = 3.7,
se encuentra por debajo del punto triple isétropo-nemético-esméctico del diagrama de fases de
volumen y por lo tanto la fase nemaética no es estable, siendo entonces la transiciéon entre una
fase is6tropa y una esméctica (véase la figura 1.6). Aunque no hemos calculado con precisién
la relacién de aspecto del punto triple para nuestro modelo, (L/D)nsu, podemos afirmar que
3.7 < (L/D)iNnsm < 4. Hemos comprobado que para L/D = 4 existe una transicién isétropo-
nematico mientras que en el caso L/D = 3.7 la fase que coexiste con el esméctico es un isétropo.
Este resultado estd en buen acuerdo con simulaciones Monte Carlo [33, 29] y con célculos usando
el mismo modelo pero con un esquema numérico muy diferente [73].

A lo largo de este capitulo se ha usado la etiqueta F (fluido) para denotar indistintamente a las
fases isétropa I y nemédtica N. Haremos referencia a ambas fases como fases fluidas, en el sentido
de que no existe orden posicional en ellas. No obstante, no hay que olvidar que se trata de dos
estados de la materia distintos, diferenciados por el orden orientacional. Se entiende que F = I
siL/D =37y F = Ncuando L/D = 5 o 6. Para el esméctico usaremos la abreviatura Sm.

En cuanto a la geometria, es la misma que usamos en el caso de fases fluidas en el capitulo 4:
dos paredes idénticas y paralelas separadas por una distancia H (véase la figura 5.1). El eje z es
normal a las paredes y el sistema es uniforme en el plano de la superficie XY. Las paredes se han
modelizado por medio de un potencial externo v.y; duro sobre los centros de masa (igual que en
el capitulo precedente pero haciendo V = 0kT):

oo, z<0
v(z)=¢ 0, 0<z<H (5.1)
oo, z>H

Ya vimos que este potencial favorece que el director se oriente perpendicular al plano de
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las paredes. Se espera por tanto que el esméctico que se forme en el interior del poro sea un
esméctico de tipo A con las capas paralelas al plano de la superficie y el director perpendicular
a las mismas. En esta situaciéon no es necesario describir el sistema con cuatro parametros de
orden como hemos hecho hasta ahora. Podemos utilizar tinicamente la densidad y el parametro
de orden uniaxial. El pardmetro de orden biaxial es nulo y el dngulo de tilt es constante a lo
largo de todo el sistema (p = 0°). El hecho de trabajar solo con dos pardmetros de orden permite
abordar la minimizacién funcional con un esquema numérico mds preciso y eficiente (secciéon
2.5.4).

Puesto que hemos tratado fases con orden espacial ha sido necesario usar el funcional WDA

que vimos en la seccién 2.5.

5.3. Resultados

Como paso previo al célculo en el sistema confinado es necesario minimizar la interfase libre de

volumen entre un fluido y una fase esméctica.

5.3.1. Interfase fluido-esméctico

El célculo de la interfase entre un fluido, ya sea un isétropo o un nematico, y un esméctico
es significativamente mas complejo que la interfase isétropo-nematico que vimos en el capitulo

anterior debido a la no uniformidad de la fase esméctica. El proceso se divide en dos partes.

i) Equilibrio termodinamico

El primer paso es calcular las condiciones de equilibrio termodindmico. Dado que estamos tra-
bajando con un modelo duro la condicién de equilibrio térmico es trivial. No ocurre lo mismo
con las condiciones de equilibrio mecénico (igualdad de presiones) y equilibrio respecto al inter-
cambio de materia (igualdad de potenciales quimicos). Nuestra forma de proceder ha sido fijar
el potencial quimico y minimizar el gran potencial (2 en un celda con condiciones de contorno
periddicas. A partir de (2 se obtiene la presion directamente (2 = —PV y podemos ir variando el
potencial quimico hasta encontrar la condicion de equilibrio mecanico: Qr (prsm) = Qsm(HEsm)-
Esta condicién asegura la coexistencia pues la igualdad de potencial quimico la hemos impuesto
como punto de partida.

La principal dificultad radica en la minimizacién del esméctico, es decir en obtener (2g,,. La
razén es que la minimizacién se hace en una celda periédica de tamafio fijo; tamafio que por lo
general no conmensura con el periodo de equilibrio del esméctico. Esto nos obliga a minimizar
sobre una variable més, dy: el periodo del esméctico. Para cada potencial quimico hay que mini-
mizar varios esmécticos con distinto dy y después interpolar para obtener el gran potencial y por
lo tanto la presion.

En la figura 5.2 se muestra un ejemplo para esferocilindros con relacién de aspecto L/D = 5. En
(a) vemos la diferencia de gran potencial entre las fases esméctica y nemética AQ2 = Qg,, — QN
frente al periodo del esméctico al potencial quimico de la coexistencia de volumen pps;,;. Los

circulos representan la minimizacién funcional y la linea continua es un ajuste polinémico. En el
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Ficura 5.2.: (a) Diferencia de gran potencial por unidad de drea A en unidades reducidas, AQ* =
ALD(Qg,, — Qy), frente al periodo del esméctico, dy, para esferocilindros con relacién de aspecto
L/D = 5y al potencial quimico de la coexistencia de volumen NSm. (b) Fraccién de empaquetamiento
local (arriba) y pardmetro de orden uniaxial (abajo) de un esméctico con un periodo muy préximo al

de equilibrio (marcado por un circulo negro en (a)).

minimo se cumple A(2 = 0, es decir, ambas fases tienen el mismo (2 y el mismo potencial quimico
(recordemos que este ltimo se fija como condicién inicial), por lo tanto estan en coexistencia. Si
repitiésemos el célculo a otro potencial quimico, veriamos que el minimo de A(2 no seria cero,
indicacién de que no se ha alcanzado el equilibrio mecénico.

Con el mallado que hemos usado es necesario minimizar un perfil que contenga del orden de
10 — 20 capas de esméctico para poder tener una precisién en el periodo como la mostrada en la
figura. El circulo negro marca el punto para el cual se muestran en el apartado (b) los perfiles
de la fase esméctica: fraccion de empaquetamiento local (arriba) y pardmetro de orden uniaxial
(abajo).

Dejando de lado lo laborioso del proceso, la principal desventaja es la pérdida de precisién en
el célculo. Se trata de una pérdida pequefia, que apenas afecta a cuestiones como los pardmetros
de orden, la presién o el potencial quimico de la coexistencia, pero que como veremos puede
limitarnos a la hora de establecer con seguridad el estado de wetting del sistema.

ii) Tensién superficial

Una vez hemos hallado el potencial quimico y la presién a la que coexisten el fluido y el esméctico
estamos en condiciones de calcular la tensién superficial de la interfase entre ambos estados.
Podemos minimizar el exceso de gran potencial en una celda que contenga una fase fluida a un
lado de la interfase y un esméctico al otro, pero tenemos un problema: no esta claro dénde situar
las condiciones de contorno en el lado del esméctico. Una solucién, propuesta por Martinez-
Raton et al. [175], consiste en minimizar peliculas de esméctico suspendidas en el fluido. El

exceso de gran potencial de este sistema contiene dos veces la tensién superficial de la interfase
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L/D  prsm/kT  Prsuvo/kT — Yfs,  Prvo  PsmVo do/(L+ D) B*

3.7 24.091 8.212 0.5222 0.4652 0.5024 1.0178 9.19 - 10?
5.0 21.636 6.650 0.0463 0.4547 0.4637 1.0418 6.26 - 10?
6.0 21.651 6.456 0.2095 0.4539 0.4669 1.0594 1.93-10%

TaBLA 5.1.: Diferentes pardmetros de coexistencia entre una fase fluida F y un esméctico Sm. La naturaleza
de la fase fluida es: isétropo (F = I) para L/D = 3.7 y nematico (F = N) en los otros dos, L/D =5y
L/D = 6. La unidades de la tension superficial son 7g,, = BLD?YFs;, y las del médulo de elasticidad
B* = B(L + D)*B.

(27Fsm) mds un término de interaccién entre ambas interfases. Por supuesto se trata de un estado
metaestable frente a otro donde una sola fase (fluido o esméctico) ocupa todo el volumen, pero
es suficientemente metaestable como para poder estudiarlo con el funcional de la densidad.

El término de interaccion entre las dos interfases disminuye conforme aumenta la separacién
entre ambas. Es necesario entonces realizar varios cdlculos (con diferentes capas de esmécticos)
hasta estar seguros de que la interaccién entre las interfases es despreciable. De nuevo se intro-
duce una fuente de error que disminuye la precisién de nuestro calculo. En nuestro caso hemos
minimizado peliculas de unas 200 capas de esméctico suspendidas en un fluido.

En la figura 5.3 hemos representado los perfiles de la fraccion de empaquetamiento (lado
izquierdo) y el pardmetro de orden uniaxial (lado derecho) de la interfase entre un fluido y
un esméctico para las diferentes relaciones de aspecto que vamos a tratar. Por claridad hemos
representado tnicamente la mitad de cada perfil, la otra es completamente simétrica.

En la tabla 5.1 se muestran los pardmetros mds relevantes de la coexistencia y la interfase

fluido-esméctico para las distintas relaciones de aspecto tratadas en este trabajo.

5.3.2. Estructura y diagrama de fases del sistema confinado

Conocidos los pardmetros de la coexistencia de volumen pasamos a confinar el sistema. Quere-
mos entender cémo el confinamiento modifica el diagrama de fases de volumen. La posibilidad
de que se formen fases espacialmente ordenadas introduce un nuevo elemento respecto a lo que
estudiamos en el capitulo anterior. Se trata de posibles efectos de conmensuracién que pueden
favorecer la formacién de esmécticos en el interior del poro cuando la anchura de este conmen-
sura con el periodo del esméctico. También es posible el efecto contrario, la frustraciéon del orden
esméctico, que ocurrira previsiblemente si el periodo del esméctico se encuentra muy forzado en
el interior del poro.

El primer paso para obtener el diagrama de fases completo es identificar las estructuras que
existen en el poro. Se pueden ver sus perfiles de densidad en la figura 5.4 ordenados en tres
columnas. En cada columna se representan los perfiles de dos fases que coexisten para un po-
tencial quimico pg dado. Por debajo de ese pg es estable la fase de la fila inferior y por encima
la fase situada en la fila superior. Solo representamos la mitad del perfil, siendo la otra mitad
completamente simétrica respecto al centro del poro.

La primera columna (a) corresponde a esferocilindros con una relacién de aspecto L/D = 3.7.
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F1cura 5.3.: Fraccién de empaquetamiento local (izquierda) y pardmetro de orden uniaxial (derecha) de las

interfases is6tropo-esméctico (L/D = 3.7) y nemético-esméctico (L/D = 5.0y L/D = 6.0).
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FIGURA 5.4.: En cada columna se muestra la fraccién de empaquetamiento local de dos fases que coexisten.
Unicamente se ha representado la mitad del perfil; la otra es simétrica. (a) L/D = 3.7, un esméctico de
26 capas coexiste con una fase isétropa. (b) L/D = 5, un esméctico de 26 capas coexiste con otro que

tiene 27. (c) L/ D = 3.7, coexistencia entre un esméctico de 26 capas y un nematico.

ISm __

El exceso de potencial quimico sobre la coexistencia ISm de volumen es Ay = pg — pegon =

—0.31kT. Para u < g es estable la fase que hemos etiquetado como I, de isétropo. Dicha fase
presenta cierto orden posicional cerca de las superficies que desaparece en el centro del poro. En
esta region el pardmetro de orden uniaxial (no se muestra en la figura) es cero. La fase I coexiste
con otra fase que es estable para y > pp y que claramente estd estructurada en capas en toda la
celda, de ahf la etiqueta Sm?® (esméctico). El superindice hace referencia al nimero de periodos
que contiene el perfil. Nétese que, al tratarse de superficies que permiten penetrar a la particula
hasta su centro de masas, un perfil Sm" contiene n periodos y n + 1 capas (en la figura 5.1 se
aprecia claramente). Todo indica que lo que estamos viendo es la transicién I — Sm confinada
(esmectizacion capilar). No obstante hay que esperar a conocer la topologia del diagrama de fases
para estar seguros. Ya vimos en el caso de paredes asimétricas (secciéon 4.3) que una simple
inspeccién de los perfiles no es suficiente para determinar la naturaleza de las fases confinadas.

La columna (b) de la figura 5.4 contiene dos perfiles de esferocilindros duros con L/D = 5.0
a Ay = 0.57kT. Los perfiles de densidad y del parametro de orden orientacional de ambas
fases presentan capas bien definidas. Nos encontramos ante una transicién de layering entre dos
esmécticos con diferente nimero de capas Sm?’ — Sm?.

En (c) se muestra el tltimo tipo de transicién que hemos encontrado. El ejemplo es para esfe-
rocilindros con una relacién de aspecto L/D = 6.0. El potencial quimico es Ay = 0.12kT. Ambos
perfiles estan bien estructurados y tienen el mismo ntimero de capas. Les diferencia que en la
fase estable a u < pg las oscilaciones en la densidad y el parametro de orden uniaxial estan
bastante mas atenuadas. Cuando el ancho del poro es bastante superior al mostrado en la figura
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las oscilaciones en la regién central desaparecen. Veremos al obtener el diagrama de fases total
que se trata de la fase nemdtica N y por tanto los perfiles corresponden a la transicion N — Sm

confinada.

Dentro del poro existen transiciones entre una fase fluida y un esméctico, ya sea I — Sm o
N — Sm, y transiciones de layering entre dos esmécticos Sm" — Sm" 1. El siguiente paso es calcu-
lar el diagrama de fases para ver qué relacion existe entre ellas. Para ello hemos analizado el cruce
de ramas de gran potencial de las distintas fases de dos formas: fijamos la anchura del poro H y
variamos el potencial quimico y o bien variamos H manteniendo y fijo. El primer método es es-
pecialmente ttil en las transiciones de esmectizacion y el segundo en las de layering. Obteniendo
el dngulo de corte de las ramas de gran potencial y estudiando la diferencia en la absorcién de
las distintas fases se puede obtener la posicién de posibles puntos criticos. El proceso es andlogo

al que vimos en el capitulo precedente.

En la figura 5.5 vemos de forma esquemadtica el diagrama de fases en el plano u — H para las
tres relaciones de aspecto estudiadas. Se trata de una representacién basada en datos reales. Las
lineas continuas indican transiciones de primer orden y los circulos denotan puntos criticos. Para

cada relaciéon de aspecto se ha marcado el potencial quimico de la coexistencia fluido-esméctico

FSm

Ueony mediante una linea a trazos.

A continuacién describimos las principales caracteristicas del diagrama de fases.

Transicién isétropo-nematico confinada.

Lo primero que nos llama la atencién es que la transicién isétropo-nemadtico no estd presente
en el caso L/D = 3.7. Lo cual era previsible, pues para esta relacién de aspecto el sistema estd
por debajo del punto triple INSm y por tanto en volumen experimenta una transicién isétropo-
esméctico directamente. Zhou et al. [139] han comprobado mediante simulaciones Monte Carlo
la existencia de una transicién IN confinada en un sistema que por la reducida elongacién de
sus moléculas no experimenta dicha transiciéon en volumen. Por tanto es posible que para otras
relaciones de aspecto més cercanas al punto triple de volumen INSm, o incluso para L/D = 3.7
y un rango de H que no hayamos tenido en cuenta, aparezca una transicién IN en el poro.

En los otros dos casos L/ D = 5y 6 aparece una linea de nematizacién capilar. Ya la estudiamos
en detalle en el capitulo 4 asi que aqui solo vamos a describir sus propiedades generales. El confi-
namiento favorece el orden orientacional provocando que la transicién IN confinada tenga lugar
a potenciales quimicos por debajo de la coexistencia de volumen. Para valores de H pequefios
termina en un punto critico y en el limite opuesto, H — oo, se recupera el valor de volumen
(nétese que la linea de nematizacién capilar se hace horizontal en este limite). En ambos casos
existe wetting completo por nemdtico, es decir: ysy + yinv = s (no confundir la etiqueta S de
sustrato con Sm de esméctico). La separacién entre las lineas de nematizacién y esmectizacién
capilar es mayor en L/D = 6 que en L/D = 5. En ambos casos las dos transiciones, IN y NSm,
estdn suficientemente alejadas y no interaccionan. Para relaciones de aspecto un poco por encima
del punto triple de volumen INSm podria existir una interaccion entre ambas. Volveremos sobre

este punto al final del capitulo.
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L/D=3.7
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0eX

L/D=5
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F1GUra 5.5.: Representacion esquematica del diagrama de fases en el plano y — H para las tres relaciones de

aspecto estudiadas. Las lineas representan transiciones de primer orden y los circulos puntos criticos.

El potencial quimico de coexistencia fluido-esméctico estd marcado por una linea a trazos horizontal.
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Orden esméctico en el interior del poro

Para potenciales quimicos cercanos a la transicion FSm de volumen (lineas discontinuas en la
figura) se forma orden esméctico en el interior del poro. Fijémonos en el régimen de poros
anchos. Al aumentar el potencial quimico siguiendo una trayectoria como la marcada por flechas
verticales en la figura, el sistema sufre una transicién desde un estado sin orden posicional (ya
sea I o N) a un esméctico. Es la linea de esmectizacién capilar, donde coexisten estados como
los que se mostraron en la figura 5.4 (a) y (c). Esta linea de esmectizacién capilar oscila y segtin
aumentamos H se aproxima mads al valor de la transiciéon de volumen uf5m.

Si ahora fijamos el potencial quimico y vamos aumentando la anchura del poro (el camino
marcado por flechas horizontales en Fig. 5.5) el sistema atraviesa sucesivas transiciones de layer-
ing o estratificacién. Cada vez que tiene lugar una transicion de este tipo el esméctico gana una
capa. Un ejemplo son los perfiles que vimos en la Fig. 5.4 (b). Como las transiciones de layering
se curvan al variar el potencial quimico, también es posible tener estas transiciones si fijamos H
y aumentamos p.

Se puede describir el diagrama de fases como una sucesién de “bolsillos”, cada uno compuesto
por una seccién vertical (transiciéon Sm" — Sm+1) y una horizontal (transicién F — Sm™). Cuando
la anchura del poro es suficientemente grande los bolsillos estdn unidos mediante puntos triples
donde coexisten una fase fluida y dos esmécticos (FSm"Sm"*1). Al disminuir H los bolsillos se
rompen y quedan aislados.

El punto donde se rompen no es siempre el mismo, lo cual da lugar a dos tipos de estructuras:
un punto critico y forma de | o dos puntos criticos y forma de A. Conforme seguimos estrechando
el poro, la anchura de los bolsillos aislados disminuye para finalmente desaparecer.

El diagrama de fases que hemos obtenido pone de manifiesto la intima conexiéon que existe
entre dos fenémenos en principio no relacionados: el layering y la condensacién capilar (esmecti-
zacion en este caso).

En la figura 5.6 hemos representado datos reales de las distintas estructuras que forman el
diagrama de fases. En todos los casos se representa el exceso de potencial quimico Ay = pp —
uksm frente a la anchura del poro (en unidades de dy, el periodo del esméctico en la coexistencia
de volumen con el fluido). Los casos (a) y (b) corresponden a esferocilindros con L/D = 3.7,
(c)-(e) para esferocilindros con L/D = 5.0 y finalmente los casos (f) y (g) son ejemplos para
L/D = 6.0. En lo que resta de capitulo volveremos sobre esta figura para comentar los aspectos
particulares de cada diagrama.

5.3.3. Comienzo de las transiciones de layering

La linea de nematizacién capilar termina para H pequefios en un punto critico, a la izquierda del
cual el sistema pasa de forma continua de un estado isétropo a uno nemdtico. Con las transiciones
de layering y la linea de esmectizacién capilar ocurre algo similar; existe un primer bolsillo que
determina el comienzo de las transiciones entre dos esmécticos y entre un estado fluido y un
esméctico. Cuando el ancho del poro estd por debajo del primer bolsillo el sistema es capaz de
ganar una capa de manera continua, sin experimentar transicién alguna. Podemos definir un
namero de capas critico 7, de forma que la primera transicién de layering tiene lugar entre dos
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F1GURA 5.6.: Diagramas de fases en el plano potencial quimico-anchura del poro. Al potencial quimico le
hemos restado el de la coexistencia fluido-esméctico Ay = g — uEs™. La explicacion de cada grafica se

puede encontrar en el texto.
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esmécticos de n. y n. + 1 capas.

En la figura 5.6 (a) vemos los dos primeros bolsillos para L/D = 3.7; aqui se tiene 1, = 6. En el
caso (c) tenemos el primer bolsillo para L/D = 5, en este caso n, = 11. Se ha representado tam-
bién la linea de nematizacién capilar con la intencién de hacer evidente que no existe interaccién
entre la transiciéon IN y la NSm.

Vamos a intentar ver el motivo de que exista un ntiimero de capas critico mediante un razo-
namiento muy sencillo. Supongamos que el esméctico reacciona de igual forma frente a com-
presiones y expansiones en su periodo, lo cual es solo cierto para deformaciones pequefias. Sea
A la fraccién maxima del periodo que podemos expandir o contraer sin que el esméctico sufra
cambios estructurales, es decir: dyax = do(1+ A) y dpyin = do(1 — A). En la primera transicién de
layering coexisten esmécticos con n. y n. + 1 capas, siendo la anchura del poro igual en ambos
estados H,, = H,_y1. La primera vez que se satisface esa igualdad es cuando el esméctico con
n. capas estd completamente expandido y el que tiene 1. + 1 capas se encuentra comprimido al

méaximo, es decir:

Hy, = nedmax = nedo(1+ A), (5.2)
anJrl = (Tlc + 1)dmin = (”C + 1)d0(1 - A)‘ (5.3)
Igualando se llega a
1-A
Ne ~ T (54)

Ya solo nos falta encontrar un valor razonable para A. Al tratarse de un modelo duro no
podemos contraer el periodo del esméctico mds alld de la longitud molecular, en nuestro caso
L + D. Esto nos permite estimar A como:

ANdO_(L—i_D).

7 (5.5)

Tomando la media para las tres relaciones de aspecto (datos en tabla 5.1) se tiene A ~ 4%. Susti-
tuyendo en (5.4) se obtiene n. ~ 12. Aunque el valor de 1, concuerda aproximadamente con los
resultados de la minimizacién funcional, este argumento tinicamente trata de poner de manifiesto
la razén por la que existe un nimero de capas critico por debajo del cual no hay transiciones de

layering. Simplemente es debido a que no podemos deformar un esméctico todo lo que queramos.

Una forma de caracterizar las transiciones de layering es mediante la adsorcién de la densidad.

La hemos definido como

L0 = 5 [ le(e) - sy, 66

donde p, es el promedio de la densidad del esméctico de volumen, que depende del potencial
quimico al que realicemos los cdlculos. Si fijamos el potencial quimico y variamos la anchura
del poro veremos como I}, tiene una discontinuidad cada vez que atravesemos una transicion de
layering. En la figura 5.7 hemos representado I}, frente a H para esferocilindros con L/D =5y
un potencial quimico Ay = pg — ulN3™ = 0.064kT. Hasta que la anchura del poro no supera las 19

capas de esméctico no existe transicion de layering (nétese que el potencial quimico elegido estd
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por debajo de aquel al que aparecen los primeros bolsillos y por tanto la primera transicién de
layering no coincide con n¢, véase la figura 5.6 (c)). Cada vez que el ancho del poro se incrementa
en un periodo esméctico tiene lugar una nueva transicién que provoca una discontinuidad en la

adsorcion.

5.3.4. Transiciones reentrantes

Una caracteristica interesante de este sistema es la aparicién de transiciones reentrantes. Fijé-
monos en el diagrama de fases de la figura 5.8 (a). Corresponde al bolsillo Sm3® — Sm® para
esferocilindros con L/D = 5. Sigamos la trayectoria marcada por una flecha punteada. Al au-
mentar y aparece una primera transiciéon donde tiene lugar una reorganizacién que provoca la
pérdida de una capa, pasdndose de un Sm> a un Sm3. Si seguimos aumentando el potencial
quimico ocurre una segunda transicién de layering Sm3® — Sm3 esta vez para ganar la capa que
habfamos perdido anteriormente. En el apartado (b) de la figura se puede ver como las ramas de
gran potencial se cruzan dos veces al seguir la mencionada trayectoria.

El ejemplo que acabamos de ver corresponde a un bolsillo esméctico aislado. En este caso el
paso desde la fase nematica hasta el Sm® se hace de forma continua y podriamos pensar que
no es una verdadera transicién reentrante. Sin embargo, este fendmeno sigue teniendo lugar una
vez que los distintos bolsillos esmécticos se han unido, ver por ejemplo el diagrama de la figura
5.6 (e). En ese momento las fases N y Sm no estdn conectadas por un camino continuo y por lo
tanto no hay ninguna duda del carécter reentrante de la transicién.

Para que tenga lugar este fenémeno es necesario un cambio de pendiente en la transicion
de layering. La ecuacién de Clausius-Clapeyron puede resultar de utilidad para discutir dicho
cambio. Sean 1 y 2 dos fases que coexisten a lo largo de una linea de primer orden; se tiene:

donde f; son las fuerzas de solvatacion (exceso de presion sobre el volumen para un potencial
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FIGURA 5.8.: (a) Diagrama de fases del bolsillo Sm3® — Sm® para esferocilindros con L/D = 5. La linea
de puntos marca una trayectoria para H fijo donde existe una transicién reentrante. (b) Exceso de
gran potencial (unidades arbitrarias) como funcién del potencial quimico (Ay = pg — ulNS") para
la trayectoria marcada por una linea recta en (a). A efectos de visualizacién le hemos restado un
término lineal con y al exceso de gran potencial. La linea continua es la rama del Sm38 y la discontinua

corresponde al Sm®.

quimico y un drea fijos) y I;* es la adsorciéon de la densidad, igual que la definida en la ec.
(5.6), pero sin normalizar con la anchura del poro: I'* = HI. Las fuerzas de solvatacién se
pueden interpretar fisicamente como la interaccion efectiva entre las dos superficies mediada por

el cristal liquido. Asi, f > 0 implica una repulsién entre las paredes y f < 0 una atraccién.

En nuestro caso, las fases que coexisten son Sm" y Sm™+1. El H al que tiene lugar la transicién
es tal que la fase Sm" tiene las capas esmécticas expandidas (respecto al valor de volumen) y la
Sm" 1 contraidas. Se tiene entonces fs,n < 0y fg,mi1 > 0, de forma que para cualquier valor
de u el numerador de (5.7) es siempre negativo, fs,n — fs,n+1 < 0. El cambio en la pendiente
ha de ser debido entonces a un cambio en la adsorcién de la densidad. Para comprobarlo hemos
estudiado la adsorcién de la densidad fijando el potencial quimico y variando H. El resultado se
muestra en la figura 5.9. La linea discontinua marca el lugar donde tiene lugar la transicién. En (a)
Ay = 1.2kT se puede apreciar que Ig,ni1 — I'syn < 0. En (b) Ay = 3.1kT y I'g,n1 — I'gyn > 0. Es
el comportamiento esperado, pues para Ay = 1.2kT la pendiente es positiva y para Ay = 3.1kT
es negativa (véase la figura 5.8 (a)). El comportamiento de I'* es el mismo, recordemos que
I'* = HT.

Si nos fijamos en el esquema de la figura 5.5, las transiciones reentrantes tienen lugar para
las relaciones de aspecto L/D = 3.7 y 5, pero no en el caso L/D = 6. En nuestra opinién
es simplemente una consecuencia de dénde engancha la linea de esmectizacién capilar con las
transiciones de layering. Es decir, si prolongdsemos la linea de las transiciones de layering en el
caso L/D = 6 hacia un p mds bajo que el correspondiente a la esmectizacion capilar, verfamos
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FIGura 5.9.: Adsorciéon de la densidad frente a la anchura del poro. vy es el volumen molecular y dy el
periodo del esméctico en coexistencia. Se trata de esferocilindros duros con L/D = 5 a un potencial
quimico respecto al de coexistencia de: (a) Au/kT = 1.2y (b) A = 3.1kT. Las lineas punteadas marcan

el H al que tiene lugar la transicién Sm38 — Sm.

como se curvaria hacia la izquierda dando lugar a la transiciéon reentrante.

5.3.5. Relacién con las propiedades de wetting

El comportamiento asintético de la linea de esmectizacién capilar estéd relacionado con las pro-
piedades de wetting del sistema. La tendencia es diferente segtin la relacién de aspecto (véase la
figura 5.5). Para L/D = 3.7 la transicién ISm confinada tiene lugar para potenciales quimicos
por debajo de la coexistencia de volumen u3" y tiende hacia ese valor cuando H — 0. Sin
embargo, en las otras dos relaciones de aspecto ocurre lo contrario. La linea de esmectizacién
capilar empieza por encima de la coexistencia NSm de volumen cuando H es pequerio, luego
cruza ese valor y finalmente tiende hacia la coexistencia por debajo cuando H — oo. Es por tanto
un comportamiento no mondétono. En realidad, dentro de cada bolsillo la transiciéon FSm no
es monotona debido a efectos eldsticos que analizaremos después. En este apartado estamos ha-
ciendo referencia al comportamiento “promedio” de la linea de esmectizacién capilar, sin fijarnos
en la “estructura fina” que presenta cada bolsillo.

En los tres casos analizados, cuando el ancho del poro es suficientemente grande, el confi-
namiento favorece la formacién del esméctico a potenciales quimicos menores que el de la coe-
xistencia de volumen. En este régimen (H — o0) podemos relacionar la transicién de capilaridad
con las propiedades de wetting haciendo uso de la ecuacién de Kelvin. De manera anéloga a la
ecuacion (4.10) para la transicioén isétropo-nematico en el interior del poro, se tiene:

2(Yssm — YSF)

, H—> oo, 5.8
H(pSm - PF) ( )

Au(H) = ppsm(H) — pksi =

siendo pgy, v pr las densidades de coexistencia de volumen de la transicién esméctico-fluido (ya
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1.06
1.04f
Ficura 5.10: Separacién entre capas de es- i
méctico en unidades del periodo de T T
equilibrio de volumen para un perfil con 1.007 B
H = 219.1(L + D) que contiene 210 ca- 1.006;
pas de esméctico. Se trata de esferocilin- = L
dros duros con L/D = 5y al potencial 1.005 j.’
quimico de la coexistencia NSm de volu- 1.004 7.
men. Dado que el perfil es simétrico solo 1.003 B "..
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el corte en el eje vertical. El hecho de 1'0025 .'-.
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precisién y el mallado de los perfiles. n

sea I o N) respectivamente. ygs,, es la tensién superficial sustrato-esméctico y s la sustrato-
nematico o sustrato-isétropo, segtin la relacién de aspecto. El signo de esta ecuacién determina
si la linea de esmectizacién capilar tiende hacia la coexistencia por arriba (Au > 0) o por abajo
(Au < 0). Como pgs,, > pr (véase la tabla 5.1), es la diferencia de tensiones superficiales la que
determina el comportamiento asintético del sistema. Necesitamos por tanto conocer el valor de
Yssm V Ysk para poder hacer predicciones sobre el sistema cuando H — oo.

El célculo de la tensién superficial SF no presenta problemas. Minimizamos el perfil en una
geometria semi-infinita colocando a un lado el sustrato y al otro un fluido con la densidad y
pardmetro de orden uniaxial de la coexistencia FSm. La interfase SSm es algo mdas compleja
ya que la condicién de contorno es un perfil no uniforme. En la practica resulta mds sencillo
minimizar en la geometria confinada. Como resultado se obtiene un exceso de gran potencial
que es dos veces Yss;; mas un término de interaccién entre las dos superficies que disminuye
conforme aumentamos H. Hay que tener en cuenta que dado un ntimero de capas tenemos que
encontrar el H de equilibrio. Para ello hay que minimizar perfiles con diferente H e igual nimero
de capas. La interaccién de la superficie con la fase esméctica se extiende a distancias muy
grandes, siendo necesario minimizar perfiles con centenares de capas esmécticas para obtener un
valor razonable de la tensioén superficial. Una forma de verificar que hemos alcanzado el limite
deseado es comparar el espaciado entre capas o la densidad promedio en el centro del poro con
los valores de volumen. Se puede ver un ejemplo en la figura 5.10; corresponde a un perfil con
n = 210 capas. En el centro del poro la diferencia con el periodo de volumen es de ~ 0.4%o, un
indicio de que la interaccién entre las dos superficies es muy débil.

En la tabla 5.2 hemos recopilado el valor de las tensiones superficiales para las diferentes rela-
ciones de aspecto. De nuevo las tensiones superficiales yss;, y YsF son negativas. Es consecuencia
de tratar el sustrato como una fase inerte, teniendo solo en cuenta la interaccion sustrato-cristal
liquido pero no la interaccién entre las moléculas del sustrato.

Para todas las relaciones de aspecto estudiadas se tiene yss,;; < sk, es decir el sustrato prefiere
el contacto con la fase esméctica frente a una fase fluida. Aplicando este resultado a la ecuacién
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L/D  Yisw Vse  Visw 101 XS i, —1éF
3.7 —-15.714 —15.183 0.5222 84 —0.531
5.0 —17.008 —-16.961 0.0463 4 —0.047
6.0 —19984 —19.774 0.2095 7 —0.210

TaBLa 5.2.: Diferentes tensiones superficiales involucradas en el estado de wetting del sistema. Los sub-
indices denotan: fase fluida F, esméctico Sm y sustrato S. La naturaleza de la fase fluida es: isétropo
(F = I) para L/D = 3.7 y nemético (F = N) en los otros dos, L/D = 5y L/D = 6. Tensiones

superficiales en unidades reducidas y* = BLD-y. S es el coeficiente de spreading.

de Kelvin (5.8) podemos predecir que la linea de esmectizacion capilar tiende a la coexistencia
de volumen por debajo en el limite H — oo. Esto es exactamente lo que hemos encontrado.
Ademas, S, el coeficiente de spreading, es positivo en las tres relaciones de aspecto. Puesto que
S = Ysr — Yssm — YEsm esto querria decir que existe wetting completo por la fase esméctica en
todos los casos. El que tengamos S > 0 indica que se trata de una transicién de wetting de primer
orden y que la interfase SF es metaestable frente a un estado donde la capa de esméctico crece
hasta tener un espesor macroscépico. La situacion més clara es para L/D = 3.7. En este caso
S = Ys1 — Yssm — Yism = 8.4 x 1073kT/(LD) y podemos afirmar con bastante seguridad que
existe wetting completo por esméctico. Los otros dos casos, L/D = 5y 6, tienen un coeficiente de
spreading un orden de magnitud inferior. Por lo tanto, aunque la situacién es consistente con la
existencia de wetting completo por esméctico, hay que tomar esta afirmacién con cautela, pues la
imprecisién en el calculo de las diferentes tensiones superficiales es comparable con el valor de
S.

Cuando H es pequefio, digamos del tamafio de unas pocas capas esmécticas, el sistema se com-
porta de forma diferente segtin L/D. Para L/D = 5y 6 la esmectizacion capilar ocurre a p por
encima de la coexistencia, lo cual implica un comportamiento no monétono con la anchura del
poro. En el caso L/D = 3.7 tiene lugar siempre a potenciales quimicos por debajo del de la coe-
xistencia ISm de volumen. Estas diferencias pueden ser atribuidas a diferencias en la interaccién
entre las dos superficies segtin esté mediada por una fase I o N.

En el capitulo 4 estudiamos la transicién is6tropo-nemaético confinada en un poro simétrico.
Vimos que la interaccién entre las dos superficies era constructiva, de forma que, cuando la
distancia entre las paredes era pequefia, se favorecia el orden nemético frente al isétropo. Es algo
que ocurre siempre que la tensién superficial SN sea menor que la SI, y también incluso cuando
YsN €s mayor que yg; pero no demasiado (por ejemplo, los dos tltimos casos de la figura 4.4).
Esto es una importante diferencia con la esmectizacién capilar. En este caso la tensiéon yss,, es
menor que la yrg,, y sin embargo, cuando el ancho es pequefio, la interaccién entre las superficies
no siempre promociona el orden esméctico. Unicamente en el caso L/D = 3.7, donde la otra fase
involucrada es un isétropo, se favorece el orden en el poro para anchos pequefos. En los otros
dos, L/D = 5y 6, tiene lugar el efecto contrario: el nemaético es estable a potenciales quimicos
que corresponden en volumen a la regién de estabilidad del esméctico.
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5.3.6. Efectos eldsticos: modificacion de la ecuacion de Kelvin

En la secciéon precedente hemos visto como la ecuacién de Kelvin nos sirve para predecir el
comportamiento “promedio” de la linea de esmectizacién capilar en el limite de poros muy
anchos. Sin embargo, no es capaz de explicar el comportamiento no mondtono que se repite en
cada uno de los bolsillos esmécticos. Para ello es necesario incluir la energia eldstica involucrada
en la expansién y compresién de las capas del esméctico. Existen determinados anchos de poro,
H = H, ~ ndy, para los cuales no hay estrés en el sistema confinado. Cualquier otro valor
implica una compresién o expansion de las capas de esméctico y por tanto un exceso de energia
elastica sobre el volumen. El estrés serd maximo cuando la desviacién sobre uno de esos valores
de equilibrio H, sea AH >~ dy/2, ya que para valores mds altos el sistema ganard o perderd una
capa.

Babin et al. [176] fueron los primeros en incorporar los efectos eldsticos a la ecuacién de Kelvin.
Lo hicieron para reproducir el comportamiento de la condensacién capilar en sistemas autoen-
samblados. Supongamos que la respuesta del esméctico es elastica; entonces, la contribucién al
gran potencial de un esméctico confinado con N capas sera:

(O] B

siendo A el drea transversal y B el médulo de elasticidad que nos da informacién sobre la re-
sistencia que ofrece el esméctico a deformaciones en su periodo:

(P Qsu/A)
B =d, (ad2)d—d0 ) (5.10)

Los valores de B, obtenidos por diferenciacién numérica de (2g,,, se pueden ver en la tabla 5.1
para las diferentes relaciones de aspecto estudiadas.
A lo largo de la linea de esmectizacion capilar el gran potencial es igual en la fase fluida y en

la esméctica

Qp(ppsm, H) = Qs (prsm, H), (5.11)

siendo prs,(H) = uksm 4+ Au(H) el potencial quimico de la coexistencia FSm en un poro de

anchura H. Sea w el gran potencial por unidad de volumen; entonces podemos aplicar la relacién

aw)
— =—p (5.12)
( oM /1N,

para hacer un desarrollo de (5.11). En el limite Ay — 0 y suponiendo que la fase fluida es

(Np es el namero de particulas):

incompresible, se tiene

B
H | (uE58) = prdp] +2vse = H |wsn (uEs) = psudp] +21ssm + 5 (H = Hn)?®, (513)

siendo 7 la tensién superficial entre el sustrato y el fluido, SF, o el sustrato y el esméctico,
SSm. pr vy psm son las densidades de coexistencia. La tnica diferencia con la ecuacién de Kelvin
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Ficura 5.11.: Comparacién entre las previsiones de la ecuacién de Kelvin modificada (lineas continua y
lineas a trazos) y los datos de nuestro funcional (puntos negros) para dos situaciones distintas: (a) en la
transicion N — Sm*10 de esferocilindros con L/ D = 5y (b) para la transicién I — Sm?® de esferocilindros

con L/D = 3.7. Detalles sobre los diferentes ajustes (lineas continuas y a trazos) en el texto.

clésica, ec. (5.8), es el término eldstico que resulta de la compresibilidad finita de la fase esméctica.
Despejando Ay se obtiene la ecuacién de Kelvin modificada (MKE)!:

2(vssm — vsk) + B(H — Hy)?/2H,

Ap(H) = H(psm — pF)

,on> 1. (5.14)

Los posibles valores de H en cada bolsillo esméctico vienen delimitados por las posiciones
de las transiciones de layering, siendo el intervalo aproximado |H — H,| < dy/2 para cada n.
La MKE predice que en cada bolsillo la linea de esmectizacién capilar ha de ser céncava. En el
rango de aplicacién, n >> 1, el término no eléstico es aproximadamente constante en relacién a
la contribucién elastica y podemos concluir que la esmectizacién ha de tener forma cuadratica,
simétrica respecto al punto donde el sistema no sufre estrés, es decir H = H,. Observando
a simple vista los diagramas de fase de la figura 5.6 (b) y (e) parece que en efecto ese es el
comportamiento que predicen nuestros cdlculos DFT.

Cualitativamente los resultados que arroja la MKE y nuestro funcional de la densidad coinci-
den. Veamos si el acuerdo es también cuantitativo. La mayor parte de los parametros necesarios
se encuentran en las tablas 5.1 y 5.2; el tinico que no estd presente es H,, la anchura que ha
de tener un poro para que un esméctico de n capas no esté sometido a estrés. Su calculo no
es sencillo ya que el espaciado de las capas no es uniforme. En efecto, las capas cercanas a la
pared estdn mds separadas entre si. La pared (dura sobre los centros de masas) provoca que la
separacién entre la primera y la segunda capa sea mayor que en volumen y el efecto se propaga
al resto mediante fuerzas de tipo eldstico y, por tanto, muy lentamente. Se puede apreciar en la

figura 5.10, donde se ha representado la separacién entre capas d en el interior del poro para un

1Noétese que en el desarrollo original de Babin et al. [176] existe un error en el signo del término eléstico.
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FiGura 5.12.: Fraccién de empaquetamiento local de (a) un nemético con L/D = 5 y (b) un isétropo con

L/D = 3.7. Ambas fases se encuentran en coexistencia con un estado esméctico de n = 210 capas (a) y
n = 26 capas (b).

esméctico con n = 210.

Para poder comparar los resultados que predice la MKE con los calculos DFT hemos realizado
un ajuste dejando libre el valor de Hj, y sustituyendo en (5.14) el resto de pardmetros (tensiones
superficiales, densidades de coexistencia y coeficiente de elasticidad). Dicho ajuste se corresponde
con las lineas a trazos de la figura 5.11. Hemos representado dos situaciones distintas: en (a) para
L/D = 5y el bolsillo correspondiente a la transicién NSm?! y en (b) para L/D = 3.7 y la
transicion 1Sm?®. Los circulos negros son los resultados de la minimizacién funcional. Como
se puede apreciar el ajuste no es demasiado bueno. Una posible causa es que la interacciéon
entre las dos superficies sea importante. Esto es razonable en el apartado (b) donde solo hay
26 capas de esméctico, pero no parece que pueda explicar las discordancias en (a), donde H es
suficientemente grande como para que la interaccién entre superficies sea tan apreciable. Lo que
estd pasando es que la capa de esméctico adsorbida sobre la superficie en el estado fluido tiene
un espesor que no es despreciable en comparacién con H. Esto hace que tengamos que modificar
la ecuacién de Kelvin de un modo similar a cuando hay wetting completo, es decir, restindole a H
en el denominador de (5.14) el espesor del esméctico adsorbido (véase en el apéndice la secciéon
A.4.1). Para poder hacer esto hemos realizado otro ajuste con el espesor de la capa adsorbida
como otra variable libre. Los resultados estan representados en la figura 5.11 como una linea
continua. El ajuste es ahora bastante bueno es los dos aspectos relevantes: el desplazamiento
respecto a la transicién de volumen y la concavidad debida a las deformaciones en el esméctico.
Las pequefias diferencias si podrian ser explicables por interacciones entre las dos superficies, tal
y como evidencia el que los resultados del ajuste sean peores cuando las dos superficies estan
maés proximas (b).

En el apartado (a) el mejor ajuste se consigue al restarle a H en el denominador de (5.14) la
cantidad de 99.76d,, mientras que (b) la reduccién es de 9.8dy. Ambos datos concuerdan apro-
ximadamente con el espesor total que tienen las capas de esméctico adsorbidas sobre las dos
superficies (véase la figura 5.12), de manera que nuestra hipétesis de partida parece razonable.

Igual que hicimos con las transiciones reentrantes en la seccién 5.3.4, es posible discutir la
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pendiente de la linea de esmectizacion capilar en términos de la ecuacién de Clausius-Clapeyron,
ecuacién (5.7). A lo largo de todo el bolsillo la adsorcién del esméctico es mayor que la del
nematico, I's;, — Iy > 0. Por tanto el cambio de pendiente estd relacionado con un cambio en el
comportamiento de las fuerzas de solvatacién. En la region situada a la izquierda del minimo la
pendiente es negativa y por tanto ha de verificarse que fy < fs;,. Por el contrario, a la derecha
del minimo la pendiente es positiva y se tiene que cumplir fy > fs,,. Estas conclusiones son
bastante intuitivas si tenemos presente el significado fisico de f: atraccién (f < 0) o repulsién
(f > 0) entre las superficies mediada por el cristal liquido. A la derecha del minimo, el esméctico
tiene un periodo mayor que el de equilibrio y por tanto fs, < 0, mientras que f, también es
negativo pero su médulo mucho menor. En el otro lado, a la izquierda del minimo, el esméctico

esta contraido de forma que fs,, > 0 mientras que fy es negativa y pequefia (en valor absoluto).

5.3.7. Conexion entre bolsillos esmécticos

Ya hemos visto que la linea de esmectizacién capilar no es conexa, dando lugar a dos zonas
diferenciadas en el diagrama de fases. Para H suficientemente grande los bolsillos esmécticos
estdn interconectados y las regiones de estabilidad de las fases Sm'" estan delimitadas por tran-
siciones de layering. En el régimen de H pequefios los bolsillos se encuentran aislados, siendo
posible encontrar un camino que comunica dos regiones esmécticas, Sm” y Sm"*!, sin transicién
alguna (recuérdese la figura 5.7). Aunque este comportamiento es comtn en todas las relaciones
de aspecto estudiadas existen algunas diferencias significativas que vamos a ver a continuacion.

Lo primero que llama la atencién es que el ntimero de capas esmécticas ns que separa ambos
regimenes es muy diferente en cada caso y se comporta de forma no monétona con L/D. Los

resultados de la minimizacién?

muestran que para L/D = 3.7 se tiene n; ~ 10, para L/D =5
aumenta un orden de magnitud ns; ~ 100 y finalmente disminuye de nuevo para L/D = 6
hasta ng ~ 40. El valor de n; estd intimamente relacionado con la anchura de la interfase fluido-
esméctico . Cuando el ancho del poro es del orden o menor que el doble de esa cantidad H < 2¢
se puede producir la ruptura de la linea de esmectizacién capilar. Para esos valores de H las dos
interfases FSm que contiene la fase desordenada comienzan a sentirse y existe un intervalo en
cada bolsillo donde el esméctico y el fluido son parecidos. El ancho de una interfase estd rela-
cionado inversamente con la tensién superficial § ~ &, con a > 0. Viendo los valores de 7rs,,
en la tabla 5.2 se entiende el comportamiento no monétono, asi como la diferencia de valores

para 75 en las distintas relaciones de aspecto.

La forma que adoptan los bolsillos aislados es otra diferencia. Existen dos tipos:

* Bolsillos en forma de A como los que se muestran en la figura 5.6 (f) y (g) correspondientes
a L/D = 6. La linea de esmectizacién capilar se rompe en la zona central del bolsillo y da
lugar a dos puntos criticos.

* Con forma de | o L reflejada, por ejemplo los apartados (a), (c) y (d) de la figura 5.6
(relaciones de aspecto L/D = 3.7 y 5). En este caso existe un solo punto critico.

2Los valores son estimaciones basadas en el estudio selectivo de unos pocos bolsillo esmécticos.
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En los bolsillos tipo A parten de la linea de layering dos ramas de esmectizacién. Hacia la
derecha una que corresponde a la coexistencia de un fluido con un esméctico de n capas que se
encuentra comprimido respecto a su valor de equilibrio. A la izquierda la rama de coexistencia
entre un fluido y un esméctico de n — 1 capas que estd expandido respecto al valor de equilibrio.
Si el esméctico respondiera de forma simétrica a compresiones y expansiones ambas ramas ten-

drian el mismo tamafio®

, sin embargo no es asi. La rama donde coexiste un fluido y un esméctico
contraido (la que parte hacia la derecha) es siempre mds corta, de hecho los bolsillos de tipo | se
pueden ver como bolsillos de tipo A donde esta rama tiene una longitud nula. La explicacién de
esta asimetria es que la barrera energética que separa la fase fluida y el esméctico comprimido
es menor que la que separa el fluido y el esméctico expandido. Como la energfa del fluido varia
muy poco a lo largo de un bolsillo, las diferencias tienen que ser debidas a la fase esméctica. En
efecto, nuestros calculos DFT muestran que resulta energéticamente menos costoso comprimir un
esméctico que expandirlo (la funcién 0%Fg,,/9d?, con F la energia libre de Helmholtz, es moné-
tona creciente). Este argumento mas alld de explicar la asimetria de los bolsillos esmécticos pone
de manifiesto que quizas los diagramas de fases de las distintas relaciones de aspecto sean mas
parecidos entre si. Es posible que la ruptura de los bolsillos empiece siempre por la regién central
del bolsillo y al disminuir H una de las ramas se haga cada vez mds corta hasta desaparecer. No
hemos podido verificar este punto debido a la gran cantidad de tiempo necesario para minimizar
cada uno de los bolsillos.

5.4. Resumen y conclusiones

Hemos investigado por primera vez el efecto que el confinamiento tiene sobre la fase esméctica
de un cristal liquido. Para ello se ha hecho uso de un funcional de la densidad no local y un
modelo de interaccién dura para las particulas del cristal liquido. Como era previsible aparecen
fuertes efectos de conmensuracién en el fluido. Cuando el ancho del poro no conmensura con
el periodo de equilibrio del esméctico se produce una transicién de layering de primer orden
en la que el esméctico gana (o pierde) una de sus capas. Estas transiciones de layering conectan
con la linea de esmectizacién capilar, dando lugar a un rico e interesante diagrama de fases. En
el limite H — oo la linea de esmectizacién capilar tiene una estructura periédica que se repite
en cada uno de los bolsillos esmécticos, delimitados por sucesivas transiciones de layering. Una
extensién de la ecuacién de Kelvin, que tiene en cuenta la elasticidad del esméctico, reproduce
bien este comportamiento. Al reducir el ancho del poro, digamos H ~ 100(L + D), se produce
una ruptura en la linea de esmectizacién capilar con la aparicién de puntos criticos. Es entonces
cuando dos fenémenos que en principio son independientes, esmectizacion y layering, quedan
relacionados hasta el punto de convertirse en uno solo. Parte de esta fenomenologia es parecida
a la que tiene lugar en sistemas simples, como el layering y la cristalizacién capilar de liquidos
simples confinados [177, 178].

Hemos extendido el andlisis para varias relaciones de aspecto. En todos los casos la topologia

3Aproximaclamente; en realidad la rama de la izquierda serfa un poco mds corta ya que corresponde a la transicion

FSm"~! y la de la derecha a la FSm". Si tendrian el mismo tamafio la rama que parte hacia la derecha de la transicién

n—1 __

de layering Sm Sm™ y la que parte hacia la izquierda en la transicién Sm" — Sm"*+1.
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F1cura 5.13.: Fuerza de solvatacién fs como funcién de la anchura del poro H para moléculas con L/D =5
a potencial quimico Ay = 1.36kT. vy es el volumen molecular. La aparicién de transiciones de layering
se refleja como discontinuidades en la fuerza. Notese como a este potencial quimico las transiciones
de layering no aparecen hasta el bolsillo Sm'? — Sm'3, para H menores el sistema gana una capa sin

experimentar transicion alguna.

del diagrama de fases es la misma; sin embargo existen diferencias destacables. El estado de
wetting del sistema determina si la transiciéon FSm confinada tiene lugar antes o después que en
volumen. El valor de la tensién superficial yrs,, es clave para saber dénde comienza la linea de
esmectizacién capilar a ser inconexa. La respuesta del esméctico a deformaciones en su periodo
estd relacionada con cudl es la primera transicién de layering asi como con la forma que adoptan
los bolsillos esmécticos (forma de A o ).

Un diagrama de fases muy parecido a los mostrados aqui se ha encontrado recientemente [174]
en un sistema bidimensional de rectingulos duros confinado. El modelo teérico usado consiste
en un funcional basado en la teoria de las medidas fundamentales. Las principales diferencias
con nuestro modelo son que el estudio es en dos dimensiones y que la fase estable con orden
posicional es un columnar en lugar de un esméctico. A pesar de estas importantes diferencias la
topologia del diagrama de fases es muy parecida.

Haber encontrado una fenomenologia tan parecida en un sistema diferente y usando otro
modelo tedrico hace pensar que los resultados mostrados aqui son bastante generales e inde-
pendientes de la dimensionalidad, la forma de las moléculas del cristal liquido o el tipo de fase
con orden posicional. No obstante serfa muy interesante contar con una evidencia experimental
que dé una validez total a estos resultados. En este sentido, una de las técnicas que parece mas
prometedora es el uso del microscopio de fuerzas atémicas (AFM). Kocevar et al. [142] fueron
pioneros en el estudio de la condensacion capilar de un cristal liquido a escala nanométrica. Para
ello confinaron el cristal liquido entre un sustrato plano y una microesfera unida al cantilever de
un AFM. De esta forma consiguieron por primera vez determinar el punto critico de la transicién
isétropo-nemdtico. También con una técnica similar G. Garbone et al. [164] han conseguido ver
cémo la superficie induce orden esméctico en las fases is6tropa y nematica de un cristal liquido.
Sus resultados muestran que la fuerza entre la microesfera y el sustrato plano presenta un carac-
ter oscilatorio con la distancia de separacién, algo caracteristico de una estructura formada por
capas. Hasta el momento los experimentos realizados con esta técnica se han hecho a temperatu-
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n-1 n n+l

H .

Ficura 5.14.: Esquema de un hipotético diagrama de fases en el plano potencial quimico-anchura. Una
situaciéon como la mostrada podria tener lugar para relaciones de aspecto cercanas a la del punto triple

INSm de volumen para un intervalo de anchuras de poro determinado.

ras por encima de la transicién fluido-esméctico, es decir en el rango de estabilidad del isétropo o
el nematico. Si fuera posible la exploraciéon en un rango de temperaturas donde la fase esméctica
fuera estable, el resultado podria ser similar al que se muestra en la figura 5.13. Cada vez que
tuviera lugar una transicién de layering se veria reflejada como una discontinuidad en la fuerza
de solvatacion entre la microesfera y el sustrato. Para obtener experimentalmente este tipo de
resultados hay que solventar algunas limitaciones, una de ellas es la aparicién de inestabilidades
mecdnicas en el cantilever cuando el gradiente de la fuerza supera la constante eldstica del mismo
[179].

5.5. Cuestiones abiertas

Durante el desarrollo de este trabajo han surgido nuevos interrogantes; a continuacién se relatan
los més interesantes.

Hemos visto que las transiciones de layering parten de la linea de esmectizacién capilar ha-
cia potenciales quimicos més altos, pero nos falta por comprender cémo mueren. El diagrama
de fases de volumen presenta una fase sélida a presiones mds altas que las estudiadas aqui
[29]. Parece por tanto razonable suponer que las transiciones de layering mueren en la transicién
esméctico-solido confinada. El funcional WDA que hemos usado es perfectamente ttil para des-
cribir fases sélidas y por tanto se puede usar para estudiar este fenémeno. La dificultad radica
en que la fase sélida no es uniforme en el plano de la pared y por tanto es necesario minimizar
el funcional en una malla tridimensional. Es un cdlculo computacionalmente muy costoso.

En las relaciones de aspecto L/D = 5y L/D = 6 existe una transicién entre un estado is6tropo
y un nematico que tiene lugar a presiones por debajo de la nemaético-esméctico. Ya vimos (re-
cuérdese por ejemplo la figura 5.6 (c)) que la transicién IN estd suficientemente alejada de la
NSm como para que exista interaccién entre ambas. Esto no ocurre sin embargo en la regiéon

112



5.5. Cuestiones abiertas
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F1Gura 5.15.: Esquema de un hipotético diagrama de fases en el plano y-H. Cuando el ancho del poro sea
suficientemente grande la pendiente de las transiciones de layering puede disminuir dando lugar a

estructuras como las de la figura.

préxima al punto triple INSm de volumen. Es muy probable que para determinados valores de
L/D en los alrededores del punto triple exista una interaccién entre ambas transiciones. El resul-
tado podria ser parecido al esquema que se expone en la figura 5.14. En un rango de H la linea
de nematizacion capilar conecta con la de esmectizacién dando lugar a puntos triples INSm" y
zonas donde se suprime la transicién IN, siendo el paso de la fase I a la Sm directo.

Nos podemos preguntar si, una vez alcanzado el régimen en que los bolsillos esmécticos son
conexos, el diagrama de fases permanece inalterado o por el contrario sufre alguna modificacién
al seguir aumentando H. La linea de esmectizacién capilar sufrird pequefias variaciones hasta
que el ancho sea tal que las dos superficies dejen de verse. Una vez alcanzado ese régimen se
comportard de acuerdo a las predicciones de la MKE y no se esperan por tanto variaciones signi-
ficativas. Por el contrario, es posible que las transiciones de layering se curven hacia la izquierda
con una pendiente cada vez mds pequefia, dando lugar a estructuras como las que se muestran
en la figura 5.15. Fijado un H atravesarfamos sucesivas transiciones de layering al aumentar el
potencial quimico. El porqué podria ocurrir algo asi tiene que ver con variaciones en el periodo
del esméctico. Al aumentar el potencial quimico el periodo de equilibrio del esméctico varia, se
hace un poco més pequefio. La variacion es pequefia y satura para potenciales quimicos muy
altos. No obstante y por pequefia que sea, existird un H para el cual un aumento de y, y por lo
tanto una reduccion en el periodo, provoque que un perfil con una capa mas sea més estable. Por
ejemplo, para L/D = 3.7, el periodo del esméctico sufre una variacién del 5%.cuando Ay ~ 1KT
sobre la coexistencia I1Sm de volumen. Esto nos indica que para n ~ 400 capas veriamos como
las transiciones Sm™ — Sm™*1 y Sm"*t1 — Sm"*2 tienen lugar al aumentar u desde el valor de
coexistencia hasta un Ay ~ 1kT.

Por las caracteristicas de la interaccién superficie-cristal liquido, el esméctico que se forma en
el interior del poro es de tipo A, con las capas paralelas al plano de la superficie. Esto nos ha
permitido trabajar inicamente con un parametro de orden orientacional, #, en lugar de la triada
que venfamos usando: 17, 0, §. Al trabajar tinicamente con un pardmetro de orden orientacional se
puede adoptar un esquema numérico mucho maés eficiente (seccién 2.5.4). De hecho el presente
trabajo no podria haberse realizado sin esta aproximacién. El coste que pagamos a cambio es
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que no permitimos la formacién de estructuras donde las moléculas no estén perpendiculares
a la superficie, como por ejemplo esmécticos de tipo C. No hay duda de que permitir este tipo
de estructuras modificard cuantitativamente el diagrama de fases en aspectos tales como la posi-
cién de las transiciones de layering. Incluso es posible un cambio en la topografia del diagrama
de fases con la apariciéon de nuevas transiciones, especialmente en el régimen de poros estrechos.
No obstante, serd necesario realizar un calculo global con todos los pardmetros de orden para ver-
ificarlo. También es posible la inclusién de una interaccién cuadrupolar entre las particulas [73]
de forma que se estabilice una fase esméctica C, y de esa forma estudiar la transicién esméctico
A-esméctico C confinada.

Por dltimo, también serfa interesante estudiar el confinamiento bajo otro tipo de sustratos.
Por ejemplo sustratos que promocionaran la fase fluida en lugar de la esméctica o con otras
condiciones de anchoring. Para este tiltimo caso es necesario contar con todos los parametros de

orden orientacional.
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6. Defectos topoldgicos en un cristal liquido

bidimensional

6.1. Introduccion

En los capitulos precedentes hemos visto el comportamiento de un cristal liquido en tres dimen-
siones en contacto con una superficie o confinado en una celda. En lo que resta de tesis vamos
a estudiar dos sistemas bidimensionales. El primero de ellos, un fluido de discorrectangulos (es-
ferocilindros en dos dimensiones) confinado en una cavidad circular, lo tratamos en el presente
capitulo. Las condiciones de contorno impuestas por la superficie propician la formacién de de-
fectos topolégicos en su interior, lo cual nos va a permitir estudiar sus propiedades con la teoria
del funcional de la densidad.

Un defecto es una configuraciéon del pardametro de orden que no puede transformarse de ma-
nera continua en un estado uniforme. Surgen en sistemas muy dispares como cristales, sistemas
magnéticos, cristales liquidos, fisica de particulas o cosmologia entre otros. Pueden afectar al or-
den traslacional, en cuyo caso se habla de dislocaciones y también al orden orientacional, lo que
da lugar a disclinaciones. Estos tltimos defectos son los tinicos que se pueden dar en nematicos,
ya que hay ausencia de orden posicional. Pueden ser defectos a lo largo de una linea o defectos
puntuales . Es un fenémeno bastante comtin, como atestigua el origen de la palabra nematico,
propuesta por Friedel [5] a partir del vocablo griego nema (fibra) debido a que al observar un
nemadtico entre polarizadores aparecen frecuentemente estructuras parecidas a hebras cuyo ori-
gen son disclinaciones. Se conocen desde las primeras observaciones de cristales liquidos a finales
del S. XIX pero solo en los dltimos afios se han empezado a estudiar teéricamente, por lo general
con tratamientos de tipo Landau-de Gennes, es decir desde un punto de vista mesoscépico.

En el caso que vamos a tratar, un nemaético bidimensional (el director vive en el plano XY, de
manera que n = n(x,y)), unicamente se pueden formar defectos puntuales. Algunos ejemplos se
muestran en la figura 6.1. Con la ayuda de la teorfa de grupos podemos asignar a cada defecto
una carga topolégica, que estd relacionada con el orden molecular alrededor del defecto. Para
calcular dicha carga trazamos un circulo centrado en el defecto y medimos el nimero de vueltas
que realiza el director a lo largo de la trayectoria. Asi pues, los defectos (a) y (b) de la figura
tienen una carga k = 1, ya que el director da una vuelta completa alrededor del defecto, mientras
que los casos (c) y (d) tienen una carga k = 1/2: el director da media vuelta alrededor del defecto.
El signo que hemos asignado a cada ejemplo tiene que ver con el sentido de giro del director en

torno al defecto, positivo si el giro es conforme a las agujas del reloj y negativo en caso contrario.

1En ausencia de campos externos no puede haber defectos de superficie en un nemético ya que siempre existe una

transformacién continua hacia un estado uniforme.
2El ntimero m que indica la carga del defecto junto con el sentido de giro se conoce como indice de Frank o ntimero de
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(a) m=+1 (b)/ m=-1 \ (C) m=+1/2 (d) m=-1/2

FiGcura 6.1.: Ejemplos de defectos puntuales en un nematico bidimensional. Las lineas representan el campo
del director. El punto negro sefiala la posicién del defecto. Vemos dos defectos con carga topolégica 1
(@) y (b) y dos con carga 1/2 (c) y (d). El nimero de winding es positivo en los casos (a) y (c) y negativo
en (b) y (d).

Defectos con signos iguales se repelen y con signos opuestos se atraen, pudiéndose aniquilar y
formar un estado uniforme libre de defectos (en caso de tener igual carga). La topologia, en
particular la teoria de homotopia, resulta de gran utilidad en el estudio general de defectos, algo
que esta fuera de los propoésitos del presente trabajo. El lector interesado puede remitirse a las
revisiones de Mermin [180] (para defectos en medios ordenados) o Kléman [181] (defectos en
cristales liquidos).

Los defectos puntuales de la figura 6.1 también se pueden ver como un corte transversal de
un defecto de linea en tres dimensiones, si bien el comportamiento del pardmetro de orden en
el centro del defecto (la regién conocida como niticleo) es distinto, pues en tres dimensiones las
particulas se pueden orientar a lo largo del eje del defecto, segtin se ve en las simulaciones [182].

Los cristales liquidos son un medio idéneo para el estudio de las propiedades de defectos. El
motivo es que aparecen con bastante frecuencia, son faciles de producir y se pueden observar
mediante microscopia 6ptica. Ademads, la amplia variedad de fases de un cristal liquido permite
estudiar diferentes tipos de defectos. El ejemplo mds cldsico es la observacion de un nematico
entre dos polarizadores paralelos con sus ejes 6pticos perpendiculares. La imagen resultante
(véase la figura 6.2) presenta pinceladas negras en las regiones donde el director se orienta para-
lelo o perpendicular a los ejes de uno de los polarizadores 3. Los puntos donde se juntan estas
pinceladas son el origen de los defectos. Podemos saber la carga observando cuantas pinceladas
convergen en el defecto: si son dos, la carga serd k = 1/2 y si son cuatro, se trata de un defecto de
carga k = 1 (son las dos configuraciones mds comunes). También es posible conocer el sentido de
giro del director alrededor del defecto, para ello basta con rotar la muestra. Si las pinceladas se
mueven en el mismo sentido de giro que la muestra, se trata de defectos con un indice de Frank
positivo. Por el contrario, si giran en sentido opuesto a la muestra, el indice de Frank es negativo.

Existen muchos procesos en los que los defectos juegan un papel central. Uno de los méas cono-

cidos es la transiciéon Kosterlitz-Thouless [14, 183] en sistemas bidimensionales. El mecanismo

enrollamiento (winding number).
3Este tipo de imagenes se conoce comtnmente como texturas de schlieren (algo parecido a raya en alemén) y no son
exclusivas de defectos en cristales liquidos.
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FIGURA 6.2.: (a) Visualizacion de dos defectos de carga k = 1/2 (esquina inferior izquierda) y k = 1 (esquina
superior derecha) entre dos polarizadores cruzados. (b) Una representaciéon esquematica del director.
Existen otras posibilidades, pues para conocer el sentido de giro alrededor del defecto no basta con
una simple fotografia.

Kosterlitz-Thouless implica la aparicién de pares de defectos topolégicos de cargas opuestas por
efecto de las fluctuaciones del sistema. A temperaturas por debajo de la transiciéon los defectos
permanecen unidos y se mantiene el orden de cuasi-largo alcance del sistema. Para tempera-
turas por encima de la transicién resulta energéticamente favorable la disociacién de los pares
de defectos y se destruye el orden. En dos dimensiones la transiciéon isétropo-nematico es de
tipo Kosterlitz-Thouless en muchos sistemas [184, 185]. En tres dimensiones, donde la transiciéon
isétropo-nemético es de primer orden, la aparicién de defectos puede disminuir la regién de
metaestabilidad del nematico [186]. Las fases azules en cristales liquidos se deben a la formacién
y ordenacién en una red de defectos topoldgicos en una fase colestérica [7]. Las deformaciones
del director asociadas a la formacién de defectos pueden causar polarizacién flexoeléctrica en
el nemadtico [187]. La forma que adoptan las membranas de sistemas biolégicos se puede ver
alterada por la presencia de defectos [188]. Se ha estudiado la formacién de defectos en cristales
liquidos cuya unidad constituyente son virus del mosaico del tabaco [189] o nanotubos de car-
bono [190].

En ocasiones la formacién de defectos es consecuencia de la geometria del sistema. Imaginemos
por ejemplo una esfera con un nematico en su interior. Si el anchoring impuesto por la superficie
es homeotrépico (normal a la superficie de la cavidad) y fuerte, un posible estado de equilibrio es
aquel que contiene un defecto radial de carga k = 1 en el centro de la cavidad [191]. Otra situacién
que ha sido ampliamente estudiada desde un punto de vista experimental [140, 192, 193, 194, 195]
y tedrico [194, 196, 197, 198]4 es el confinamiento de un cristal liquido en una cavidad cilindrica
(nosotros vamos a estudiar el limite bidimensional de este sistema). En condiciones de anchoring
homeotrépico hay tres soluciones posibles. En dos de ellas el director se mantiene en el plano
perpendicular al eje del cilindro (salvo quizas en la regiéon de los nticleos). En este sentido se
puede hablar de soluciones bidimensionales; se las denomina “radial plana” y “polar plana”.
La primera contiene un defecto de carga 1 en el centro de la cavidad y en la segunda aparecen
dos defectos de carga 1/2 situados a lo largo de un didmetro del cilindro. La otra solucién
es tridimensional. Se trata de la solucién “radial escapada”, en la cual el director rota en la
coordenada radial, de forma que se sitda perpendicular al eje del cilindro en la superficie y

4Existe numerosa literatura sobre el tema, tanto experimental como tedrica, las referencias aquf mostradas son solo una
pequeia representacion.
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paralelo en el centro. Por ltimo, existe una configuracién metaestable, la “radial escapada con
defectos puntuales”, en la que aparecen defectos puntuales de carga 1 y —1 en el eje del cilindro
debido a que el director “escapa” con igual probabilidad en ambos sentidos del eje. Esta soluciéon
termina por relajar en la “radial escapada” mediante una dindmica de aniquilacién de defectos de
carga opuesta. La estabilidad relativa del resto de soluciones depende del radio de la cavidad, de
los parametros termodindmicos del sistema y de las constantes eldsticas, que son caracteristicas
de cada material.

A pesar de la importancia que en muchos aspectos tienen los defectos en cristales liquidos, no
existe, o al menos no conocemos, ningtn intento de describirlos usando una teorfa microscépica.
Nosotros vamos a estudiar, mediante un funcional de la densidad, el confinamiento de un
nematico en una cavidad circular bidimensional con anchoring homeotrépico. Bajo tales condi-
ciones de contorno esperamos la formacién de defectos puntuales en el interior de la cavidad.

6.2. Teoria: funcional de la densidad para discorrectingulos

Hemos tratado el problema haciendo uso de un funcional de la densidad que es la versién
bidimensional del funcional que usamos para tratar el sistema confinado en un poro en tres di-
mensiones (seccién 2.5). Vamos a tratar fases isétropas y nemaéticas y por lo tanto hemos usado la
aproximacién que evalda la energia de exceso en el sistema de referencia de forma local, y no en
una p pesada en un entorno del punto. En este sentido podemos describir el funcional como una
extensién de la aproximacién de Parsons-Lee para sistemas no uniformes en dos dimensiones.
Exponemos a continuacion los pasos mds destacados, si bien los detalles del funcional para el

caso de tres dimensiones son aplicables aqui y no vamos por tanto a repetirlos.

Sea p(r,¢) la funcién de distribucién de una molécula, en dos dimensiones r = (x,y), ¢ =
[0,27t]. Es decir p(r, ¢)drd¢ nos dice el namero de moléculas que en promedio se encuentran en
un drea dada por dr y centrada en r y que tienen una orientacién ¢ dentro del angulo sélido

dado por d¢. Podemos definir:

o(r,¢) = p(r)f(x,¢), 6.1)
siendo p(r) la funcién de distribucién densidad
o0) = [ dpp(r¢), 62

y f(x,¢) la funcién de distribucién angular (fracciéon de moléculas que se encuentran en r y estdn

orientadas segun ¢).

Como es usual separamos la energia libre de Helmholtz en la parte ideal, de exceso y una
contribucién externa debida a la superficie que confina el sistema:

F[P] = Lig [P} + Fexc [P} + Fext [P] (6.3)

F;; es la contribucién a la energfa libre de un gas ideal, que viene dada exactamente por:

Falel =T [ dx [ dyo(x,y)(in(p(x,y) = 1) =T [ dx [ dyo(ey)Sa(xy), (64
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(@) (b)

D o,
F1cura 6.3.: (a) Nuestro sistema consiste en una cavidad circular de radio R. El potencial de la superficie es
duro sobre los centros de masas, favorece por tanto una orientacién normal a la pared de las moléculas,

tal y como esta representado de forma esquematica. (b) Representacién a escala de un discorrectdangulo

con relacién de aspecto y = L/D = 15y la elipse del sistema de referencia correspondiente.

donde Sy, es la entropia rotacional por particula, determinada por:

Sro(x,) = —k [ dpf(x,y,9)n(2rf (x,,4)) (65)
La parte de exceso se puede expresar como:
BFexc[p] = /dr/d<pp(r ¢) M /dr’/dqb’p(r’ ‘P/)UexC(r_r/ ¢ ‘Pl) (6.6)
" p() g, ' AR

donde 8 = 1/kT es el inverso de la constante de Boltzmann por la temperatura, vey, es la funcién
solape entre dos discorrectdngulos (1 si solapan, 0 en caso contrario) y ¥, es la energfa de exceso
por particula de un sistema de referencia de elipses duras paralelas de didmetro equivalente o,
(lo definiremos mads adelante). Nétese que, aunque el sistema de referencia elegido no tiene
grados de libertad orientacionales (como es usual), estos si estdn presentes en el sistema real a
través del término de volumen excluido.

Por dltimo, el confinamiento de nuestro sistema en una cavidad circular contribuye a la energia

libre con un término extra en el funcional

Foutlp] = / dr0ext (£)p (1) 6.7)

Uext €5 un potencial externo que representa el efecto de la superficie sobre cada molécula. En
general v,y; tiene una dependencia angular, pero en este caso hemos elegido una pared dura
sobre los centros de masa y por lo tanto podemos eliminar dicha dependencia. La expresién del

potencial externo es

0, r<R
Vet (r) = oo, r>R

donde hemos definido R como el radio de la cavidad (véase la figura 6.3 (a)) y el centro de la

(6.8)

misma coincide con el origen de coordenadas.

6.2.1. Sistema de referencia

En (6.6) Yexc es la energfa de exceso por particula de un sistema de referencia. Hemos elegido
un sistema de elipses duras paralelas. La eleccién es particularmente practica, pues podemos
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6. Defectos topoldgicos en un cristal liquido bidimensional

calcular la ecuacién de estado a partir de la de discos duros. Ambos sistemas son el mismo con
la tinica diferencia de un factor de escala en la direccién del eje mayor de las elipses.

La forma de mapear un sistema de discorrectdngulos en elipses no es tinica. Nosotros hemos
elegido que la elipse (HE) tenga el mismo area y la misma relacién de aspecto que el discorrec-
tdngulo (HDR), es decir (véase la figura 6.3 (b)):

HprR _ HE L+D _ 9|

v =op'E, D G (6.9)

donde L y D son la longitud y el ancho del rectangulo (que también es el didmetro del semicir-
culo). 0 y 0 son los ejes mayor y menor de la elipse respectivamente.

Las elipses duras paralelas se pueden describir como un sistema de discos duros que ha sido
estirado en una dimensién. Podemos por tanto definir un didmetro o, del circulo al que equivale
nuestra elipse. El drea ha de ser la misma y entonces se verifica que ‘7@2,7 = 00 L. Desarrollando
(6.9) podemos expresar todos los pardmetros de las particulas en funcién de o, y la relacion de
aspecto del discorrectangulo x = L/D

log 1 g
Eiiszliﬁﬁf’ E%»:(1+xff% (6.10)
D 1

D _ L= yD. (611)
0y (14 7x)1/2

Vamos a estudiar el caso x = 15 de manera que L = 3.3460,;, D = 0.2230,.

6.2.2. Ecuacion de estado de discos duros

En la literatura existen varias aproximaciones para describir la termodindmica de un sistema de
discos duros. Algunos ejemplos son los resultados de la teoria de la particula escalada [52] o las
aproximaciones de Kratky [199], Henderson [200], Verlet y Levesque [201] o Santos et al [202]. A
nuestro juicio, de entre todas ellas destaca la desarrollada por Baus y Colot [203], ya que unifica
en una misma teorfa el comportamiento de un sistema de esferas duras en d dimensiones y los
resultados estdn en buen acuerdo con las simulaciones. En particular, en el caso de discos duros
el acuerdo con las simulaciones de Erpenbeck y Luban [204] es excelente.

La teoria de Baus y Colot parte del factor de compresibilidad Z = P /p, donde P es la presién.
En un sistema duro depende tinicamente de la fraccién de empaquetamiento, que en nuestro
sistema de referencia de discos duros es = mfg'qp /4. Es usual hacer un desarrollo del virial de
la forma

Z(n) =1+ Y buy", (6.12)
n=1

donde los nuevos coeficientes b, se relacionan con los coeficientes del virial B, mediante la
expresion
by = Byi1p". (6.13)

El problema de (6.12) es que para las densidades tipicas de la fase liquida converge muy lenta-
mente. Inspirados en los resultados de la teoria de la particula escalada, Baus y Colot propusieron
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FIGURA 6.4.: (a) Energia de exceso por particula frente a la fraccién de empaquetamiento para un sistema de
referencia de discos duros. (b) Funcién de distribucién angular para un valor de i = 0. Se muestran
distintos valores de A: A = 0 que corresponde a un isétropo (linea horizontal); A = 0.5,0.7 y 0.9, al

aumentar el valor de A el sistema se ordena cada vez més segun la direccién dada por .

escalar la serie del virial como un aproximante de Padé de la forma

_ 1+ e
Z(n) = w,

donde d es la dimensién del sistema; en nuestro caso d = 2, y ¢, son unos nuevos coeficientes

(6.14)

relacionados con los by, por la expresién
cn =by, —2b,_1+b,_p, d=2. (6.15)

En la practica, la sumatoria en (6.14) se trunca en el término N-esimo, dando lugar a distintas
aproximaciones Zy:

_ 1+ YN ean
(1—mn)

Para Z¢ los acuerdos con los datos de simulacién son excepcionales. Nosotros hemos utilizado la

Zn(n) (6.16)

aproximacién Z,, que para el rango de 17 que vamos a estudiar en nuestro problema da resultados
muy similares a los de Zg y tiene la ventaja de ser computacionalmente més sencilla. La expresion
analitica es:

_ 1+onp? 7 43
ZZ(”) = (1 — 17)2/ C = 3 e (6.17)
Un vez llegados a este punto, solo nos queda obtener la energia de exceso por particula
T Zy(n') -1
ptect) = [ 20— (e ) e a1 ) (618)

En la figura 6.3 (a) estd representada ¥,y en funcién de 5. Presenta una singularidad para
7 = 1, un limite que es fisicamente inalcanzable (no se puede rellenar completamente el espacio
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6. Defectos topoldgicos en un cristal liquido bidimensional

con discos duros). Una forma de mejorar la aproximacién serfa imponer la singularidad en la
fraccion de empaquetamiento maximo, es decir escalar la serie del virial del factor de compre-
sibilidad con un factor (1 —#/7cp) en lugar de (1 —#), donde 7, = 71/V/12 es la fraccién de
empaquetamiento mdximo en discos duros. No obstante, para los valores de # que vamos a tratar
ambas aproximaciones ofrecen resultados muy parecidos y sin cambios cualitativos.

6.2.3. Funcién de distribuciéon angular y pardmetros de orden

De forma parecida a los casos ya tratados en tres dimensiones, hemos parametrizado la funcién

de distribucién angular como:

A0 (9-9(0)

flr) = — , A€01], peonl (6.19)
2 (Pe%coszw—w(r))

Ay 1 son funciones de r que determinan la estructura orientacional en cada punto de nuestro
sistema. Esta definicion cumple con la simetria cabeza-cola de los discorrectangulos, f(¢) =
f(t+¢), y con la condicion de normalizacion que se desprende de (6.1) y (6.2):

/ dpf(r,d) =1 Vr. (6.20)

En la figura 6.4 (b) se representa la funcién de distribucién para ¢ = 0 y distintos valores de
A. En la fase isétropa se tiene A = 0, mientras que para A > 0 la funcién de distribucién angular
presenta un maximo para ¢ = ¥, | + 7T que es mds acusado conforme aumentamos el valor de A.
Para cuantificar el orden alrededor del director podriamos usar directamente el pardmetro A; no
obstante vamos a usar la definicién estdndar del pardmetro de orden uniaxial q(r), que en dos

dimensiones es

) = [ dgftep)cos(2(p — (e). 621)

De esta forma, en un punto r del espacio, la configuracién de nuestro sistema estd descrita por
tres parametros. §(r), el dngulo que forma el director con el eje x; q(r), el pardmetro de orden
uniaxial y p(r), el numero de particulas por unidad de 4rea (usaremos #(r) = p(r)vo, la fracciéon

de empaquetamiento local, en las representaciones graficas).

6.2.4. Algunos detalles numéricos

Se ha discretizado el espacio en una malla bidimensional cuadrada. El espaciado de la malla es
tal que la longitud del discorrectangulo (L 4 D) queda dividida en 40 segmentos. Las integrales
espaciales se han realizado con la regla del trapecio. En cuanto a las integrales angulares, se han
calculado con cuadratura Gaussiana utilizando entre 30 y 40 raices.

La minimizacién se ha llevado a cabo usando el mismo método que en capitulos precedentes:
gradientes conjugados (véase la secciéon A.2 del apéndice). Hemos aprovechado la simetria de los
pardmetros de orden en el interior de la cavidad, lo cual nos ha permitido calcular los gradientes

de los perfiles de los pardmetros de orden en solo un cuarto de la superficie.
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FiGura 6.5.: (a) Ecuacién de estado (presiéon frente a densidad) de un sistema de discorrectdngulos en 2D

con una relacién de aspecto x = L/D = 15. Los puntos corresponden a las simulaciones Monte Carlo
de Bates y Frenkel [185], la linea continua son los resultados de de la minimizacién funcional. La flecha
indica el punto donde la rama del nematico bifurca del isétropo. (b) Pardmetro de orden frente a la

densidad para el mismo sistema que en (a).

Finalmente, la cavidad circular se impone sobre la malla cuadrada. Es imposible que todos los
nodos de la red coincidan con la superficie y por lo tanto no se obtiene un circulo perfecto. No
obstante, la precisién de la malla es suficiente como para que la aproximacién sea buena, tal y
como se puede apreciar en los perfiles de los pardmetros de orden que veremos a lo largo del

capitulo.

6.3. Resultados

Podemos dividir los resultado en tres bloques. Empezamos comparando la ecuacién de estado
de volumen del funcional que acabamos de ver con los datos de simulacién. Continuaremos con
el estudio de la termodindmica del cristal liquido en el interior de la cavidad y terminaremos

viendo la estructura del ntcleo de algunos defectos.

6.3.1. Ecuacidén de estado de volumen

Como paso previo a estudiar el sistema confinado hemos calculado la ecuacién de estado de
volumen. Bates y Frenkel [185] realizaron simulaciones Monte Carlo en el colectivo NPT y NVT
del mismo sistema, lo cual nos permite testar la validez de nuestro funcional. En la figura 6.5
se pueden ver los resultados. En (a) la ecuaciéon de estado presién-densidad, donde se puede
ver que el acuerdo con los datos de simulacién es bastante bueno. La flecha indica el punto
donde se produce una transicién de fase continua isétropo-nemadtico. La transicién tiene lugar a
una presion pvg/kT = 0.98 y para un valor de la fraccién de empaquetamiento # = 0.257 (en
buen acuerdo con el resultado de la teoria de la particula escalada, # = 0.248 y que veremos en
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(@) (b) (c)

B

FIGURA 6.6.: Representacién esquematica de las configuraciones que puede adoptar el director confinado en
una cavidad circular con anchoring homeotrépico: (a) creando un defecto central de carga 1; (b) creando
dos defectos de carga 1/2; (c) el director se mantiene aproximadamente paralelo en toda la cavidad. En
el resto de capitulo veremos perfiles de los pardmetros de orden a lo largo de las trayectorias marcadas
como A y B en el apartado (b) de la figura.

el capitulo siguiente). Los resultados de simulacién también muestran una transicién isétropo-
nematico para un valor de # que los autores estiman en 0.363, notablemente por encima de
nuestro resultado. Volveremos sobre este punto mds adelante, en la seccién 6.3.4 dedicada a las
constantes eldsticas.

La figura 6.5 (b) muestra el comportamiento del pardmetro de orden uniaxial en funcién de
la densidad. Para valores pequefios de la densidad es muy préximo a cero (fase isétropa) y
conforme aumenta la densidad se produce un rédpido crecimiento que tiende después a saturar. El
pardmetro de orden no arranca exactamente desde 0 en el punto de la transicién. Esto es debido
a las imprecisiones que se generan al hacer las integrales angulares numéricamente. El minimo
que presenta el funcional en la fase isétropa se desplaza del cero ligeramente. La minimizacién
funcional en volumen es muy sencilla, las integrales angulares son analiticas y podrfamos por
tanto eliminar este problema. Sin embargo es necesario obtener la ecuacién de estado con la
misma precision con la que realizamos la minimizacién en el sistema confinado. De lo contrario
el exceso de gran potencial sobre el volumen no seria consistente.

Teniendo en cuenta el buen acuerdo que existe con los datos de simulacién, esperamos que
el funcional describa correctamente también la interaccién con una superficie. Es cierto que esta
introducird orden posicional en el cristal liquido y sabemos que el funcional no es capaz de
describirlo correctamente, pero desde un punto de vista cualitativo no se esperan cambios signi-
ficativos (en el rango de densidades que trataremos). Ademads, es esperable que para cavidades
pequerias la superficie circular destruya en gran medida el orden posicional, haciendo los perfiles

mads suaves y por lo tanto nuestra aproximacién mds valida.

6.3.2. Diagrama de fases de un nemaitico confinado en una cavidad circular

El sistema consiste en un cristal liquido confinado en una cavidad circular de radio R. La superfi-
cie estd modelizada por medio de un potencial duro sobre los centros de masas que favorece una
orientacion de los discorrectdngulos normal a la superficie (anchoring homeotrépico). En la figura
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FIGURA 6.7.: Parametros de orden de dos fases que coexisten en una cavidad de radio R = 25.40D a un
potencial quimico Ay = 2.75kT. En la fila superior la fraccién de empaquetamiento local #, en la
central el pardmetro de orden uniaxial q y en la inferior el angulo de tilt i (en grados) que forma el

director con el eje x. Las coordenadas x e y estdn en unidades del ancho del discorrectangulo D.
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FIGURA 6.8.: Fraccién de empaquetamiento 7, pardmetro de orden uniaxial g4 y dngulo de tilt ¢ de dos fases
que coexisten en una cavidad de radio R = 23.8D = 1.49(L + D) a un exceso de potencial quimico
Ay = p — peoex = 1.55kT. La fila superior e inferior corresponden a distintas direcciones de la cavidad

(detalles en el texto).

6.6 se puede ver un esquema de las configuraciones que puede adoptar el director en este caso.
Desde un punto de vista macroscépico se puede argumentar lo siguiente. En los casos (a) y (b)
el sistema decide satisfacer la condicién de contorno impuesta por el sustrato. De esta forma se
minimiza la energia de superficie, pero a cambio tenemos una deformacion eldstica del director
y la aparicién de un defecto central con carga 1 (caso (a)) o dos defectos de carga 1/2 (caso (b)).
En (c) el sistema decide no satisfacer la orientacién que le impone el sustrato (con el consiguiente
coste energético) a cambio de practicamente no deformar el director. Las tres configuraciones
se pueden describir mediante un pardmetro dy, definido como la distancia que separa los dos
defectos de la figura (b). Se tiene entonces dg = 0 en (a), 0 < dgp < 2R en (b) y el caso (c) se puede
ver como dy = 2R. Estamos interesados en conocer qué fases son las estables.

Hemos encontrado una coexistencia entre dos fases con diferentes valores de dy. Se pueden ver
los parametros de orden de ambas en la figura 6.7. Se muestra la fraccion de empaquetamiento
local (fila superior), el pardmetro de orden uniaxial (fila central) y el dngulo de tilt (fila inferior).
Se trata de una transicion de primer orden entre una fase con dos defectos de carga 1/2 situados
cerca del centro de la cavidad dy < 2R (perfiles de la columna derecha) y otra con los defectos
en los extremos dy = 2R, que mantiene el director uniforme en toda la cavidad (perfiles de la
columna izquierda). Antes de seguir, vamos a comentar un punto importante sobre la minimiza-
cién de estos perfiles. La fase con dy = 2R no presenta demasiados problemas, basta con imponer
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como condicién inicial perfiles constantes de los parametros de orden para que el proceso de mi-
nimizacién se complete con éxito. No ocurre lo mismo con la fase que tiene dos defectos en el
interior. Podemos iniciar la minimizacién imponiendo una configuracién radial del director o
que contenga dos defectos y esperar hasta que se alcance la separaciéon de equilibrio, pero la
variable 1 (el angulo de tilt) es extremadamente lenta. En la practica es conveniente realizar mini-
mizaciones parciales de distintos perfiles diferenciados por la separacién entre defectos. Esto nos
permite conocer a priori la separacién de equilibrio y entonces realizar una minimizacién total.

Para localizar bien la posicién de los defectos se ha representado en la figura 6.8 el perfil a lo
largo de dos didmetros de la cavidad. En la fila superior (a), (b) y (c) se muestran los perfiles a
lo largo de un didmetro de la cavidad que pasa por los defectos (camino marcado como A en
la figura 6.6). En la fila inferior (d), (e) y (f) estdn representados los pardmetros de orden a lo
largo del didmetro perpendicular al caso anterior (camino marcado como B en la figura 6.6). La
linea a trazos corresponde a la fase con dos defectos de carga 1/2 situados cerca del centro de
la cavidad (dp < 2R), y la linea continua a la fase que mantiene el director uniforme (dy = 2R)
en toda la cavidad. La posicién de los defectos se aprecia muy bien en la parte (b) de la figura:
el pardmetro de orden uniaxial presenta un minimo nulo al atravesar el defecto. Al igual que en
tres dimensiones, el maximo del pardametro de orden uniaxial (ver el apartado (e)) se desplaza
en aproximadamente media molécula de la superficie. Es un efecto del potencial duro sobre los

centros de masa que también se ha observado en simulaciones Monte Carlo de sistemas similares
[120].

La separacién entre defectos dy nos sirve para caracterizar la transicién. En la figura 6.9 (a) se
puede ver el comportamiento de dy segin aumentamos el potencial quimico. Para potenciales
quimicos cercanos a los de la transiciéon IN de volumen (Ay = u — ulll . = 0kT) los defectos estan
muy proximos al centro de la cavidad. Segtin aumentamos p la separacion se hace cada vez mas
grande y presenta una discontinuidad cuando tiene lugar la transicién de fase en Ay = 1.55kT.
Una vez atravesada dicha transicién, los defectos se siguen separando con una clara tendencia
a saturar en un valor bastante préoximo al didmetro de la cavidad. Es decir, se concentran en la
superficie de la cavidad. En el apartado (b) de la misma figura vemos el comportamiento del
promedio del pardmetro de orden uniaxial (promedio espacial en toda la cavidad). Como era
esperable aumenta con el potencial quimico y es discontinuo en la transicién.

Repitiendo el procedimiento anterior para distintos tamafios de la cavidad se puede obtener
el diagrama de fases. Esta representado en la figura 6.10 en el plano potencial quimico-radio de
la cavidad. La linea continua representa la coexistencia entre dos fases: una con dy ~ 2R estable
a radios pequefios y otra con dy < 2R, que es estable para radios grandes. La pendiente de la
linea de coexistencia es bastante pronunciada y es esperable que termine muriendo con otras
transiciones de cristalizacién que tengan lugar en el interior de la cavidad. Las simulaciones
Monte Carlo de Bates y Frenkel [185] muestran que para una relacion de aspecto L/D = 15 la
transiciéon de cristalizacién en volumen tiene lugar para valores de # ~ 0.8 que corresponde a
potenciales quimicos muy por encima de los mostrados en la figura 6.10. Se espera por tanto
que la transicién encontrada sea estable en un rango amplio de potenciales quimicos frente a
otras fases con orden posicional. Por tltimo, la linea de coexistencia muere en un punto critico
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FIGURA 6.9.: (a) Separacion entre defectos dyp como funcién del potencial quimico (medido respecto de la
transicion IN de volumen) en una cavidad de radio R = 23.8D = 1.49(L + D). La linea punteada
marca el valor del didmetro de la cavidad. (b) Promedio del pardmetro de orden uniaxial g frente al

potencial quimico. Existe una transicién de fase para un potencial quimico Ay = y — pcoex = 1.55kT.

situado en® R = 23.2D y Ay = 1.3kT. La linea discontinua est4 relacionada con la transicién de
nematizacién en la cavidad y la trataremos un poco mds adelante.

La estabilidad de una fase con dy < 2R para radios grandes esta de acuerdo con con el trabajo
de Dzubiella et al [205]. Los autores realizaron simulaciones Monte Carlo en el mismo sistema:
discorrectdngulos confinados en una cavidad circular que es modelizada via un potencial duro
sobre los centros de masas. Trabajaron con relaciones de aspecto, L/ D, entre 16 y 21 y valores de
R/L entre 9 y 13 aproximadamente. En todos los casos observaron que la fase mds estable con-
tiene dos defectos de carga 1/2. Para esos valores del radio, nuestro modelo predice igualmente
que la fase més estable es la que tiene dos defectos de carga 1/2. También estd en acuerdo con
los resultados de Andrienko y Allen [120], que estudiaron, mediante simulaciones Monte Carlo,
un sistema de elipsoides duros con relacién de aspecto 15 confinado en un cilindro con paredes
duras sobre los centros de masa de las particulas. En todas las cavidades, con radios de 2 — 5
veces la longitud molecular, encuentran que la solucién estable contiene dos disclinaciones de
linea 1/2. Es interesante observar los perfiles de los parametros de orden obtenidos en las simu-
laciones. Estos no presentan oscilaciones fuertes, que estarian presentes en caso de existir orden
posicional en el interior de la cavidad. Parece por tanto que el uso de nuestro funcional, que
aproxima la densidad pesada por la densidad local, es razonable incluso en cavidades pequetias,
donde el orden posicional podria verse en cierta medida frustrado.

La transicion que hemos encontrado se puede entender en el contexto de la teoria elastica

de Frank-Oseen [24, 23]. Consideremos los casos extremos (dgp = 0 y dy = 2R) y veamos la

5La posicién exacta del punto critico es dificil de determinar. Hemos comprobado que existe una transicién de fase
para cavidades de radio R = 23.4D y que dicha transicién no existe (o nuestra precisién no nos permite verla) para
R =23.0D.
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estabilidad relativa entre ambos. El exceso de energia libre del sistema confinado respecto a un
nematico en volumen tiene dos contribuciones: la energfa eldstica y la de superficie. En el caso
dyp = 2R (Fig. 6.6 (c)) podemos considerar que todas las moléculas estdn orientadas como en
el volumen, no hay deformaciones importantes del director y por tanto no hay un exceso de
energia eldstica respecto a un nematico sin confinar. En la fase radial (Fig. 6.6 (a)) el director tiene
una deformacién de tipo splay. Como veremos un poco mas adelante, la energia eldstica de esta

configuracién viene dada por:
ES o = nKiln(R/ry) + En, (6.22)

donde K es la constante elastica para deformaciones de tipo splay caracteristica de cada cristal
liquido, R es el radio de la cavidad, r, es el radio del nicleo del defecto y E; es la energia del
nucleo defecto (en el nticleo el gradiente del director es tan alto que no se puede tratar con una
teoria eléstica).

En cuanto al término de superficie, en la configuracién dyp = 2R no se satisface el anchoring
impuesto por la pared (salvo en una regién pequefia) y por lo tanto hay un exceso de energia
sobre el volumen que es proporcional a la superficie:

Ej,—or ~ a27R, (6.23)

siendo 4 una constante positiva. En la fase radial si se satisface la condicién de contorno que
impone el sustrato y por tanto el término de superficie es favorable energéticamente:

ES,—o ~ —b2mR. (6.24)

b es otra constante positiva. Cuando el radio de la cavidad R es muy grande, el balance de
energias es siempre favorable para la fase radial, ya que la energfa elastica solo crece logaritmica-

mente con R (r, y E, son constantes con R):

E§ o+ Ejy—o < Ej,—or, R grande. (6.25)
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F1GURa 6.11.: (a) Separacién entre defectos dy como funcién del potencial quimico (medido respecto de la
transiciéon IN de volumen) en una cavidad de radio R = 50.77D = 3.17(L + D). (b) Promedio del

pardmetro de orden uniaxial g frente al potencial quimico.

Dependiendo del tipo de superficie y cristal liquido, es posible que para radios pequetios el
balance se invierta y la fase con los defectos situados en los polos pase a ser la mas estable,
exactamente lo que nosotros encontramos. Con este modelo se explica en términos muy sencillos
la estabilidad relativa entre la fase con los defectos en los polos y una fase radial. Lo que nosotros
hemos encontrado es en realidad una transicién entre una fase con los defectos en los polos y
otra que contiene dos defectos separados por una distancia dy < 2R. Es decir, energéticamente
resulta mds favorable crear dos defectos de carga 1/2 que un defecto de carga 1. La contribucién
a la energia eldstica de un defecto de carga k = 1/2 es también logaritmica con R:

E = %nKlln(R/rn) +E, (6.26)

y por lo tanto aunque tengamos 2 defectos el balance contintia siendo favorable °.

6.3.3. Separacion entre defectos

Hemos visto como la separacién entre los dos defectos de carga 1/2 crece con y y tiene una dis-
continuidad al atravesar la transicién de fase, llegando a un estado donde se sittian muy cerca de
la superficie de la cavidad. Nos podemos preguntar qué ocurre en la regién derecha del diagrama
de fases donde el estado con dos defectos separados por una distancia menor que el didmetro de
la cavidad es el de mayor estabilidad cuando el potencial quimico es suficientemente grande.

En la figura 6.11 hemos representado la separacién entre los dos defectos (a) y el promedio
del pardmetro de orden uniaxial (b) segtin aumentamos y para una cavidad con radio R =

6El argumento es solo valido en una regién de radio R alrededor de cada defecto que no incluya el nticleo del otro
defecto. Ademads no estamos haciendo ninguna consideracién sobre las energias y el radio de los ntcleos del defecto.
Estas cuestiones las veremos mds adelante.
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FIGURA 6.12.: Fraccién de empaquetamiento # (linea continua), parametro de orden uniaxial g (linea discon-
tinua) y dngulo de tilt ¢ (linea punteada) a lo largo del didmetro de la cavidad marcado por A en Fig.
6.6. El sistema se encuentra a un potencial quimico Ay /kT = 2.75. El radio es R = 3.98(L+ D) = 63.7D

50.77D = 3.17(L + D). Es decir, un radio aproximadamente 2.1 veces superior al caso anterior
(Fig. 6.9). Existe una primera regién donde los defectos se van separando lentamente del estado
radial (el punto marcado como i pertenece a esta zona), a esta region le sigue otra donde los
defectos se separan rdpidamente (el punto y; se encuentra en esta zona), y finalmente aparece
una tercera donde el crecimiento vuelve a ser lento y parece saturar (por ejemplo p3 en la figura) o
incluso retrocede levemente. La saturacién se produce para un valor dgq /D =~ 41, parecido al caso
anterior (Fig. 6.9) pero con la diferencia de que ahora el didmetro de la cavidad es 2R = 101.54D
y por lo tanto los defectos estdn muy lejos de la superficie. El promedio del pardmetro de orden
(b) tiene un comportamiento similar, si bien se aprecia menos por el orden existente cerca de la
superficie.

Otra diferencia con el caso que vimos anteriormente es que la regién donde los defectos se
separan rdpidamente se ha desplazado y tiene lugar para un potencial quimico mas cercano a la
transicion IN de volumen, concretamente para Ay ~ 0.5kT cuando R = 50.77D, mientras que en
el caso anterior vimos que la transicién tenfa lugar para Ay = 1.55kT (el radio era R = 23.8D).

Si aumentamos todavia mads el radio, la separacién entre los defectos una vez alcanzado el
régimen de saturacion se hace mds grande. La figura 6.12 muestra los perfiles de los pardmetros
de orden para una cavidad de radio R = 3.98(L + D) = 63.7D a un potencial quimico Ay =
2.75kT. En este caso se tiene dgq/ D =~ 52. También hemos realizado célculos selectivos en una
cavidad de radio R = 95.7D; en esta ocasiéon hemos encontrado que la separacién entre defectos
satura para un valor dgq/ D =~ 75.

La distancia de equilibrio entre los defectos es el resultado del balance entre la interaccién con
la superficie, que tiende a juntarlos, y la interaccién entre ellos, que es repulsiva (minimizando
asi la energia elastica). Siendo este balance distinto para cada valor de R.

Parece que la separacion de equilibrio entre defectos escala con el tamafio de la cavidad. Para
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FIGURA 6.13.: Pardmetro de orden uniaxial a lo largo del camino marcado por A en la figura 6.6 para una
cavidad de radio R = 50.77D = 3.17(L + D). Los distintos casos corresponden a diferentes potenciales
quimicos marcados como 1, i y #3 en la figura 6.11 (a): linea punteada Ay = —0.05kT, linea a trazos
Ay = 0.45kT y linea continua Ay = 1.67kT.

los tres casos analizados se tiene: dy' /(2R) = 0.41 cuando R = 50.77D, dy'/(2R) = 0.41 para
R = 63.7D y finalmente d,/(2R) = 0.39 si R = 95.7D. No hemos tenido en cuenta el caso
R = 23.8D ya que es diferente por el hecho de que el sistema atraviesa una transiciéon de primer
orden a otro estado distinto. Las pequefias diferencias en el resto de situaciones podrian ser per-
fectamente atribuibles a la precisién en la minimizacién. Ligeros cambios en el parametro dy en
torno al valor de equilibrio producen pequefias variaciones en la energia libre total. Yan y Rey
[206] estudiaron un sistema muy parecido, formado por particulas discéticas, en el marco de la
teorfa elastica. Concluyeron que la separacion entre los defectos escala con el radio de la cavidad
como dy' /(2R) = 57925 ~ 0.67. Para llegar a ese resultado los autores obvian la existencia de una
superficie circular y suponen que las deformaciones del director se deben a defectos imaginarios
de carga opuesta que estdn en linea con los defectos reales (“método de las imdgenes”). Ademas,
los autores suponen que el pardmetro de orden es uniforme en toda la cavidad, utilizan la apro-
ximacién de una sola constante eldstica y desprecian la energia de los nticleos. Estos tres puntos
pueden ser el origen de las diferencias, en particular, la superficie induce cambios importantes en
la estructura del pardmetro de orden orientacional y en la densidad. No obstante, la conclusién
de que la distancia de equilibrio escala con el tamafio de la cavidad parece cumplirse en ambos

sistemas.

Observemos ahora en la figura 6.12 la region que hay entre los defectos. Es una zona con orden
orientacional g ~ 0.8. Sin embargo, en el primer caso que vimos (véase perfil en linea punteada
de la figura 6.8 (b)) el orden en esta zona es mucho menor g ~ 0.2. Nos podemos preguntar si
el orden orientacional en esta regién, que separa ambos defectos, tiene alguna relacién con el
comportamiento de dy frente a y. Para verlo hemos representado en la figura 6.13 el perfil del
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pardmetro de orden uniaxial para los potenciales quimicos marcados como 1 (linea punteada),
2 (linea a trazos) y u3 (linea continua) en la figura 6.11 (a). A la vista de los resultados parece
claro que la rdpida separacion entre defectos estd relacionada con un fuerte aumento del orden
orientacional en el espacio que hay entre ambos.

Teniendo esto en cuenta, junto con el hecho de que la regién que experimenta el crecimiento
rédpido se aproxima mads al potencial quimico de la transiciéon IN al aumentar el radio de la
cavidad, podemos pensar que estamos viendo la transicién continua’ de nematizacién del fluido
dentro de la cavidad circular. Dicha nematizacion tiene lugar, para estos valores de R, a poten-
ciales quimicos por encima de la transicién de volumen, algo esperable pues el confinamiento
en este tipo de cavidades tiende a frustrar el orden en su interior. En el diagrama de fases
que mostramos en la figura 6.10 se encuentra representada dicha transicién para R = 31.7D y
R = 50.77D (puntos indicados por cruces y unidos por una linea discontinua). Para cavidades
mayores tendera al potencial quimico de la coexistencia IN de volumen (si bien es posible que en
algtin punto cruce el valor Ay = 0 obteniéndose un comportamiento no monétono) y para radios
més pequeiios es posible que muera en la linea de la transicién entre el estado con el director
uniforme y el estado con dos defectos de carga 1/2 o en el punto critico, en cuyo caso se trataria
de un punto tricritico. Actualmente estamos realizando los cédlculos necesarios para comprobar
ambas tendencias.

6.3.4. Estudio del nicleo de un defecto con DFT

En la literatura se puede encontrar una gran cantidad de trabajos dedicados al estudio de defectos
en cristales liquidos. La inmensa mayoria se basan en la teorfa eldstica de Frank-Oseen. En dos
dimensiones, la densidad de energia elastica f,; debida a deformaciones en el director n(r) se
puede escribir como:

fa(r) = %Kl(v -n)®+ %Kg(n x (V xn))?, (6.27)
siendo K la constante eldstica para deformaciones de tipo splay y K3 la constante eldstica involu-
crada en deformaciones de tipo bend (en 2 dimensiones no existen deformaciones de tipo twist).
Supongamos ahora que queremos estudiar un defecto bidimensional como los que se mues-
tran en la figura 6.14. Ambos son defectos de carga k = 1. En (a), un defecto “radial, se tiene
n = (cos¢,sin¢g) y porlo tanto V-n=1/ry V x n = (0,0,0) es decir solo hay contribuciones
de tipo splay. En (b), defecto que hemos llamado “tangencial”, se cumple n = (sin¢, —cos ¢)
de forma que V-n = 0y (n x (V x n))? = 1/7%, es decir, las deformaciones son puramente
del tipo bend. Entre ambas clases de defectos existe un continuo de posibilidades con las dos
deformaciones posibles: splay y bend.

La energia contenida en un circulo de radio R con origen en el centro del defecto no es mas
que la integral de superficie de (6.27). Sin embargo, hay un problema evidente: la integral diverge
en el centro del defecto. El director varia muy rdpidamente en esta zona y la teoria eldstica falla
por completo en su descripcién. Esta region se conoce como el nticleo del defecto. Sean E;, y ,, la
energia y el radio del ntcleo respectivamente; definidos de alguna manera arbitraria. Entonces,

7Podria ser también una transicién de primer orden muy débil.
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(a) (b)

Radial Tangencial

F1Gura 6.14.: Esquema de dos defectos bidimensionales de carga 1. El circulo relleno representa el nticleo
del defecto.

la energia acumulada a una distancia R sera

E, = nKyIn(R/7}) + EJ,
E; = nK3In(R/7) + EL. (6.28)

Siendo E; la energia de un defecto radial de carga 1 con deformaciones de tipo splay (apartado
(a) de la figura 6.14) y E; el andlogo para un defecto tangencial, con deformaciones de tipo bend
(apartado (b)). Segun (6.28) se tiene E — co para R — oo, es decir, en un plano infinito la energia
de un defecto seria infinita. Esta situacién no se puede dar en la practica debido a la presencia
de defectos con cargas opuestas que cancelan la carga total del sistema.

Se conoce muy poco sobre la estructura y propiedades del nicleo; generalmente se tratan de
forma cualitativa, estimando de algtin modo el radio y su energia. En otras ocasiones se supone
que su energia es despreciable en comparacién con la eléstica y se desprecian, una aproximacién
que puede llegar a ser drastica si el sistema es suficientemente pequefio.

Uno de los primeros intentos de describir el nticleo de un defecto en un cristal liquido se lo
debemos a Schopohl y Sluckin [182]. Analizaron el ntcleo de una linea de disclinacién de carga
1/2 usando una teoria Landau-de Gennes con el pardmetro de orden completo, el tensor Qg
que se puede ver en el apéndice A.1. El estudio sirvi6 para darse cuenta de que el nticleo en este
tipo de defectos no es isétropo, como se pensaba hasta entonces. Por el contrario estd ordenado
a lo largo del eje de la linea de disclinacién (en dos dimensiones no existe esta posibilidad y el
ntcleo es is6tropo). Este resultado fue corroborado con las simulaciones Monte Carlo de Hudson
y Larson [207] del mismo defecto formado por esferocilindros duros. Encontraron ademds una
nueva estructura con un ntcleo triangular estable para moléculas muy elongadas. Sigillo et al.
[208] usaron un enfoque diferente describiendo el cristal liquido con una funcién de distribucién
angular dependiente de la posicion, y trataron la interaccién entre particulas mediante un poten-
cial de campo medio de tipo Maier-Saupe. Estudiaron lineas de disclinacién +1 en un cilindro.
Observaron como el radio del niicleo disminuye al aumentar el pardmetro de orden orientacional
de volumen y vieron que los nticleos de los defectos de tipo radial y tangencial tienen el mismo
tamafio y energia, si bien los mismos autores recalcan que esto es consecuencia del potencial de
interaccién intermolecular, que hace que el sistema tenga constantes eldsticas idénticas.

A pesar de la poca atencién que han recibido, los niicleos parecen jugar un papel determinante
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en muchos aspectos. Mottram et al. [209, 186] estudiaron lineas de disclinacién con cargas 1y
1/2 en las proximidades de la transicién IN en tres dimensiones y vieron como el crecimiento
del ntcleo (isétropo) es responsable de que no podamos calentar el nematico por encima de una
temperatura critica T, que estd por encima de la temperatura de transicién Ty, pero por debajo
de la temperatura de metaestabilidad de la fase nemdtica. Los ntcleos pueden ser también muy
relevantes en aspectos dindmicos tales como la velocidad de propagacién de un defecto [207, 210].
Nuestro propésito es hacer un primer acercamiento a las propiedades del nticleo de un defecto
con una teorfa microscépica, en particular una teorfa basada en un funcional de la densidad para
particulas duras. Ya hemos visto que en el interior de la cavidad circular se forman defectos y
por lo tanto es una geometria apropiada para su estudio. A diferencia de otras teorfas como la
elastica o la teoria Landau, el estudio de un defecto con el formalismo DFT no exige en absoluto
distinguir qué forma parte del ntcleo y qué no. Luego, lo primero que necesitamos es un criterio
que nos permita separar ambas partes. Uno razonable es comparar la densidad de energia que
obtenemos como resultado de la minimizacién funcional con la densidad de energia elastica
dada por (6.27). La regién que pertenece al ntcleo serd aquella donde ambas densidades no
concuerden. Para ello necesitamos calcular previamente las constantes eldsticas K; y Ks.

Constantes elasticas de un fluido de discorrectingulos duros

Hemos seguido dos rutas para el célculo de las constantes eldsticas. La primera consiste en
imponer una configuracién del director en la que solo aparezcan deformaciones de tipo splay o
bend (como los que vimos en la figura 6.14) y fijar la densidad y el pardmetro de orden uniaxial a
sus valores de volumen. Hecho esto evaluamos la energia y representamos la densidad de energia
a lo largo de un radio cualquiera de la cavidad puesto que hay simetria radial. El dltimo paso
es ajustar la densidad de energfa en una regién lejos de la superficie y del centro de la cavidad.
Ya vimos que en ambos casos se tiene un decaimiento de tipo 1/r2. A partir de dicho ajuste
podemos obtener facilmente K; y K3. Hay que tener en cuenta que no estamos minimizando el
funcional, simplemente evaluando la energia de una configuracién. El proceso es muy rapido y
nos permite trabajar en cavidades muy grandes (R ~ 100(L + D)) de forma que el célculo es
bastante preciso. No obstante, para estar seguros de que los valores de K; y K3 son correctos,
hemos obtenido las constantes elasticas haciendo un desarrollo de la energia de exceso, ec. (6.6),
en el director. Comparando el resultado con (6.27) se obtienen las siguientes expresiones para K

y Ks:

IPexc PO / /

K, = d Vyy(@,9'),

1 P07T (P ) yy((l’ 4’)
Y,

Ky = — 4 "0 / 0 [ 49/ ()6 (¢ Vix(9,9), (6.29)
P0TTOZ

siendo pg la densidad de volumen, p’ la derivada de la funcién de distribucién de una particula
con respecto al angulo de tilt p’ = dp/dp = ppdf /0P y donde se ha definido

Vii(g,¢') = /

Jarea excl.

arV(r, ¢, ¢ )xixj. (6.30)

En la secciéon A.5 del apéndice se puede ver el cdlculo detallado. Las expresiones (6.29) son
andlogas a las que se obtienen si en lugar de hacer un desarrollo en el director se trabaja en
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Au/kT i q Ki/kT K3/kT
0.15 0270 0.27 0.08 0.11
075 0303 063 047 1.13
1.75 0360 0.83 093 4.05
275 0410 090 1.27 8.72
425 0470 094 1.70 17.8
525 0503 096 2.01 25.2
625 0533 097 238 33.8

TaBLA 6.1.: Exceso de potencial quimico respecto a la coexistencia IN de volumen Ay, fraccién de empa-
quetamiento 7, pardmetro de orden uniaxial g y constantes elasticas K; y K3 de un fluido de discorrec-

tangulos con L/D = 15.

términos de la funcién de correlacién directa y se introduce, en las expresiones generales resul-
tantes, la funcién de correlacion directa de nuestro modelo. El cédlculo lo hicieron Poniewierski
y Stecki [211] para un funcional general en tres dimensiones, siendo directa la generalizacién al
caso bidimensional.

Como era de esperar, los resultados obtenidos mediante (6.29) y con el ajuste numérico son
iguales (salvo pequefias diferencias atribuibles a la precisién de las integrales angulares y espa-
ciales). Se pueden ver en la tabla 6.1 y en la figura 6.15. El valor de ambas constantes es nulo en
la transicién IN de volumen y crece conforme nos separamos de esta. K3 es siempre mayor que
K; y la diferencia entre ambas crece considerablemente al alejarnos de la transicién IN. Cuando
la fraccién de empaquetamiento es # ~ 0.4 hay casi un orden de magnitud de diferencia entre
ambas. Las deformaciones de tipo bend son mucho mads costosas que las de tipo splay. Esto es
algo a tener en cuenta, pues en gran parte de los estudios basados en la teoria eldstica se hace
la aproximacién de una sola constante eldstica, en la cual se toma K; = K3. En este caso, dis-
correctdngulos con L/D = 15, tal aproximacién deja de ser razonable en cuanto nos separamos
un poco de la transicién IN de volumen, de hecho incluso para valores muy préximos a ella
hay importantes diferencias (véase la extrapolacién en el apartado (d) de la figura). En sistemas
como el tratado aqui o en cavidades cilindricas, el orden nemaético estard generalmente frustrado
en condiciones de coexistencia IN de volumen y serd necesario adentrarse en la region de esta-
bilidad del nemdtico de volumen para tener orden orientacional en el interior del poro, siendo
cada vez peor la aproximacién de una sola constante eldstica. Es esperable que las diferencias en
los valores de K; y K3 disminuyan (aumenten) conforme reducimos (ampliamos) la relacién de
aspecto L/D de los discorrectangulos.

Una consecuencia de la inhomogeneidad de las constantes eldsticas se puede ver en [212]; el
autor examina mediante simulaciones Monte Carlo el orden nematico de esferocilindros duros
que viven en la superficie de una esfera. La geometria hace que el estado fundamental contenga
cuatro defectos de carga 1/2. Andlisis basados en teoria eldstica con la aproximacién K; = K3
predicen que los defectos se sitdan en un tetraedro, pero las simulaciones Monte Carlo muestran
que en realidad se localizan en un circulo que divide la esfera en dos hemisferios. De esta forma
en cada hemisferio el director se organiza de manera que maximiza las deformaciones de tipo
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FiGura 6.15.: (a) Constante elastica K; en funcién de la fraccién de empaquetamiento 7. (b) Constante elas-
tica K3 en funcién de la fraccién de empaquetamiento 7. (c) K; (linea continua) y K3 (linea discontinua)
como funcién del pardmetro de orden uniaxial q. (d) Cociente entre las constantes eldsticas: K; /K3. El

tramo discontinuo es una extrapolacién hasta el # al que tiene lugar la transicién IN de volumen.

splay y minimiza las de tipo bend, que son mucho mads costosas.

Antes de empezar el estudio de los nticleos vamos a realizar un pequefio inciso sobre la transi-
cién is6tropo-nematico para el fluido de discorrectdngulos. Vimos que las simulaciones de Bates
y Frenkel [185] estimaban la transicién para una fraccién de empaquetamiento 7 = 0.363. Para ha-
llarla suponen que la transicion es del tipo Kosterlitz-Thouless, de forma que cuando la constante
eldstica alcanza el valor critico K. = 8kT/m tiene lugar la transicién IN [183]. Ahora que cono-
cemos el valor de las constantes elasticas podemos realizar el mismo calculo. Para ello tomamos
K como el promedio de K; y Kz. El resultado, si suponemos que el mecanismo responsable de
ordenar el sistema es de tipo Kosterlitz-Thouless, es que la transicién ocurre para 7 = 0.36, en
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FIGURA 6.16.: Fraccion de empaquetamiento local a lo largo de un didmetro cualquiera en un defecto radial
para cavidades de radios R/(L+ D) = 1.98,3.17,3.98,4.98,5.98 y 7.98 (se alternan lineas a trazos con

lineas continuas). El sistema estd sometido a un potencial quimico Ay = 2.75kT.

muy buen acuerdo con las simulaciones Monte Carlo.

Nrtcleo de un defecto de carga k = +1 (radial)

Conocidas las constantes eldsticas vamos a estudiar el nticleo de los defectos que se mostraron
en la figura 6.14. Empezamos por el defecto radial donde solo hay deformaciones de tipo splay
(esquema (a) en la figura). Hemos visto que una fase con esta clase de defecto en el interior de la
cavidad es estable tinicamente a potenciales quimicos bajos, préximos al de la transicién IN de
volumen. Cuando aumentamos el potencial quimico se vuelve metaestable y el defecto central
termina separdndose en dos defectos de carga 1/2. No obstante, es posible forzarla a que sea
al menos metaestable. Para ello imponemos una configuracién radial del director y la dejamos
fija durante el proceso de minimizacién funcional. Un ejemplo del resultado final se muestra
en la figura 6.16 donde vemos el perfil de la fraccién de empaquetamiento local a lo largo de
un didmetro cualquiera de la cavidad. Los distintos casos mostrados en la figura corresponden a
aumentar progresivamente el radio de la cavidad desde R/ (L + D) = 1.98 hasta 7.98. Se observan
tres regiones bien diferenciadas. Cerca del centro se produce un descenso brusco en el niimero
de particulas: es el ntcleo del defecto. Le sigue una zona donde la densidad es practicamente
constante y después se observa un incremento rdpido debido a la adsorcién que tiene lugar en la
superficie de la cavidad. Puesto que estamos interesados en el niicleo, esperamos que los efectos
de la superficie no se propaguen hasta el centro de la cavidad y modifiquen su estructura, asi
como que los efectos del nticleo no se extiendan demasiado para poder tratar el problema con
cavidades relativamente pequefias. En este sentido seria conveniente minimizar cavidades con
un radio muy grande, pero el tiempo de calculo hace que no podamos ir mucho maés alld de
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FIGuRra 6.17.: Densidad de energia a lo largo de un radio cualquiera de una cavidad con R = 7.98(L + D)
(linea continua). El sistema estd sometido a un potencial quimico Ay = 2.75kT. La linea a trazos es la
densidad de energia segtin la teorfa eldstica (6.27). El encarte es una ampliacién de la regién central en

la que se aprecia una zona donde ambas coinciden.

R ~ 10(L + D). Una simple inspeccién de los perfiles de densidad parece indicar que los efectos

de la superficie sobre el niicleo son muy leves, incluso en cavidades pequefias.

Al comparar la densidad de energia resultado de minimizar el funcional con la densidad
de energia elastica dada por (6.27) (con las constantes calculadas previamente) se observa que
el acuerdo en la region entre el ntcleo y la superficie es bueno para cavidades relativamente
pequenas, del orden de R =~ 10(L + D) (véase la figura 6.17). A distancias de 2 — 3(L + D) del
centro de la cavidad la teoria eldstica ofrece resultados muy parecidos a nuestro funcional de
la densidad. Para distancias mas pequefias vemos como la teoria eldstica diverge en el centro
de la cavidad. El desacuerdo entre ambas es también muy apreciable en la regién cercana a la
superficie.

La figura 6.18 muestra la fraccién de empaquetamiento local (a) y el pardmetro de orden
uniaxial (b) del ntacleo del defecto (obtenidos mediante la minimizacién funcional en cavidades
de radio R = 7.98(L + D)). Las sucesivas lineas corresponden a aumentos del potencial quimico
del sistema. La densidad es minima en el punto central del defecto salvo en los dos tltimos
casos, los de mayor potencial quimico, donde aparece un pequefio maximo local. Si analizamos
la densidad de energia para estos casos se observa un minimo local en el centro del defecto; es
debido al méximo local en la densidad. Un resultado similar fue obtenido por Schopohl y Sluckin
[182] en el estudio del ntcleo de un defecto de linea de carga +1/2. No obstante, podria estar
relacionado con la metaestabilidad de la fase radial en este sistema. En cualquier caso el efecto
es pequefio y no afecta a la estructura general.

Los perfiles de los pardmetros de orden (a) y (b) muestran una disminucién del tamafio del
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F1GUuraA 6.18.: Fraccién de empaquetamiento local (a) y parametro de orden uniaxial (b) para un defecto
con k = +1 y deformaciones de tipo splay (obtenidos en una cavidad de radio R = 7.98(L + D)).
Los distintos perfiles corresponden a aumentar progresivamente el potencial quimico: Au/kT =
0.75,1.75,2.75,4.25,5.25 y 6.25. (c) r,gl) (circulos negros) y r,(iz) (circulos vacios) como funcién del po-
tencial quimico (detalles en el texto). (d) Energia del ntcleo en relacién a la constante eléstica Ky, la

linea es una regresion lineal.

nucleo al aumentar p, en acuerdo con [208]. Para cuantificarla de alguna forma hemos anali-
zado cémo se reduce la depleciéon que tiene lugar en el nicleo del defecto. Hemos definido las

(1) 5{2)

cantidades r;;’ y r;;’ como el punto de inflexién en el pardmetro de orden uniaxial y en la den-

sidad respectivamente. En el apartado (c) de la figura estdn representadas rEll) (circulos negros)
y r,(f) (circulos vacios). Ambas tienen un comportamiento muy similar: disminuyen rapidamente
al alejarnos de la coexistencia IN de volumen y tienden a saturar. Parece que la estructura del
pardmetro de orden uniaxial satura ligeramente antes que el perfil de densidad, si bien es un

efecto leve.
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El hecho de que el tamarfio del nticleo disminuya no implica necesariamente que sus efectos se
propaguen menos. La diferencia entre la densidad de volumen y la densidad del niicleo aumenta
con 4, provocando que los efectos de éste tltimo se extiendan a distancias mayores. Al comparar
la densidad de energia con la eldstica vemos que el tamario efectivo se mantiene mas o menos
constante en 2.5 — 3(L + D), independientemente de u (entendiendo como tamario efectivo la
regiéon donde la densidad de energia difiere de la eléstica). La precisiéon de nuestro célculo no
nos permite dar un resultado mejor. Es posible que un estudio similar con un funcional que
describa mejor las correlaciones dé como resultado un aumento del tamafio efectivo del nicleo
con el potencial quimico.

Por dltimo, en (d) hemos representado la energia del nticleo del defecto E,;, definida arbitraria-
mente como la integral de la densidad de energia hasta un radio r = 2.75(L + D), que es donde
difiere apreciablemente de la energia eldstica (véase la figura 6.17), en funcién de la constante
elastica Kj. En cada punto apenas se aprecian unas barras de error; corresponden al mismo cal-
culo pero para radios de 2.5(L + D) y 3(L + D). Hemos hecho esto ya que es dificil precisar qué
zona corresponde al ntcleo del defecto, aunque como vemos las diferencias son muy pequefias.
Es comtn en el tratamiento de defectos usando la teoria eldstica hacer la suposicién de que la
energia del nticleo de una disclinacién de carga k es E;, = k27K, donde K es la constante eléstica
(se suele hacer la aproximacién K; = K3 = K). Nuestros resultados muestran que efectivamente
hay una variacién casi lineal de la energia como funcién de Kj, aunque la pendiente de la recta de
regresion (linea punteada) es m = 12.2, aproximadamente cuatro veces mayor que la estimacion
de la teorfa elédstica (k =1 = E, = KnK = nK; m/m = 122/71 ~ 3.9). La dependencia de
E;, con el exceso de potencial quimico Ay es también lineal, siendo la pendiente de la recta de

regresion m’ = 4.09.

Nricleo de un defecto de carga k = 41 (tangencial)

El siguiente caso es un defecto de carga 1 tangencial, con efectos eldsticos tinicamente de tipo
bend, como el que vimos en la figura 6.14 (b). Para lograr estabilizar un defecto de este tipo en
nuestra cavidad necesitamos una superficie que favorezca un anchoring planar, es decir, con las
particulas orientadas paralelas a la superficie. Para ello, siguiendo las ideas que expusimos en el

capitulo 3, modelizamos la superficie por el potencial externo

V(1 ) = {

con ' la distancia minima entre el centro de masas del discorrectangulo y la superficie circular.

o , <0 6.31)
Vocos(2(@ —¢))e ™, >0
Cuando Vj es suficientemente grande la superficie favorece el tipo de anchoring que buscamos.
Nosotros hemos comprobado que asi ocurre para Vy = 0.7kT y & = 1.08(L + D)~!. Disponemos
por tanto de la geometria necesaria para generar un defecto con las caracteristicas que buscamos.

La adicién de este término extra al potencial de superficie, que tiene un decaimiento exponen-
cial, provoca que la superficie interaccione con el cristal liquido a distancias mds largas que en
el caso anterior. Por otro lado, el nicleo de este tipo de defectos es también mas grande (algo
que no ocurre por ejemplo en [208], ya que en ese caso K; = K3). La combinacién de ambos
fenémenos hace que para alcanzar el régimen eldstico en la zona que separa el nicleo de la su-

perficie sea necesario minimizar el funcional en cavidades mucho méas grandes que en el caso
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F1GURA 6.19.: Fraccién de empaquetamiento local (a) y pardmetro de orden uniaxial (b) frente a la coorde-
nada radial para un defecto con k = +1 y deformaciones de tipo bend. Los distintos perfiles correspon-

den a aumentar progresivamente el potencial quimico: Au/kT = 0.75,1.75,2.75,4.25,5.25 y 6.25.

anterior. Nuestro limite computacional se encuentra en cavidades con R ~ 15(L + D), que no
es suficiente para estimar de un modo razonable pardmetros como la energia del nticleo. Dicha
energia es significativamente mayor que la de un ntcleo de tipo radial, con deformaciones de
tipo splay. Esto era algo esperable teniendo en cuenta las diferencias entre las constantes elasticas
involucradas en cada caso.

Aunque no podemos estimar de manera satisfactoria la energia, si es posible ver la estructura
del ntcleo. En la figura 6.19 se han representado los perfiles de los pardmetros de orden en la
region central del nicleo del defecto. Han sido obtenidos con la minimizacién de cavidades de
radio R = 8(L + D). El pardmetro de orden uniaxial tiene un comportamiento semejante al que
vimos previamente (con la diferencia del tamafio). La densidad tiene un maximo bien marcado
en el centro del niicleo. El didmetro de la deplecién central es mayor que la longitud molecular,

permitiendo una mayor concentracién de particulas en su interior.

Nicleo de un defecto k=+1/2

La geometria usada puede servir también para estudiar un caso mads interesante, defectos de
carga k = +1/2. El estado de minima energia del sistema contiene, cuando el radio es suficien-
temente grande, dos defectos de carga k = +1/2 separados por una distancia dy. Su estudio es
mucho més complejo; veamos por qué. Lo primero que necesitamos conocer es la separacién de
equilibrio entre los defectos del interior de la cavidad, dy. Este paso previo exige, como ya comen-
tamos, una serie de minimizaciones parciales del funcional que aumentan el tiempo de célculo en
aproximadamente un orden de magnitud. Por otro lado y a diferencia del defecto radial, ahora

es necesario minimizar el funcional respecto de la variable i, que es con diferencia la mas lenta

8 Al hacerlo en cavidades mayores se alcanzard el régimen eldstico y los perfiles sufrirdn alguna leve modificacién.
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de la tres. La consecuencia practica es que el radio méximo con el que podemos trabajar se ve
reducido, mientras que por otro lado necesitamos cavidades mds grandes, ya que los defectos
estdn mds préximos a la superficie. Por si no fuera suficiente, existe un término de interaccién
entre ambos defectos. Esto hace que separar las contribuciones debidas al nticleo del resto sea
una tarea complicada (aunque no insalvable si pudiéramos trabajar con cavidades grandes).

En la figura 6.20 se han representado los pardmetros de orden de dos configuraciones con
defectos de carga 1/2. Para lograrlas se ha minimizado el funcional en una cavidad de radio
R = 50.8D, aunque solo se muestra una regién cuadrada de dimensiones 30x30D? que contiene
el nicleo de ambos defectos. En la columna de la izquierda vemos la fraccién de empaque-
tamiento local (arriba), el pardmetro de orden uniaxial (centro) y el angulo de tilt (abajo) cuando
sometemos el sistema a un potencial quimico Ay = 1.75kT. La columna de la derecha muestra los
mismos perfiles cuando aumentamos el potencial quimico hasta Ay = 6.75kT. En las esquinas de
las figuras correspondientes a la densidad (arriba) se aprecia una estructura con simetria radial;
se trata de los efectos de la superficie de la cavidad. Es un indicio claro de que si quisiéramos
hacer un andlisis detallado necesitariamos cavidades més grandes. Se observa bastante bien que
el tamafio de los nicleos disminuye considerablemente al aumentar el potencial quimico (el
efecto es més visible en el pardmetro de orden)’. Otro efecto notable es la pérdida de simetria
radial del defecto con el aumento del potencial quimico. Los perfiles de la columna izquierda
(potencial quimico bajo) tienen una simetria casi radial respecto al centro del defecto (salvo el
tilt, evidentemente). Al aumentar y (columna derecha) el ntcleo se hace mas pequefio en todas
direcciones, pero especialmente en la regién que separa ambos defectos, donde el director es
constante.

No podemos estudiar cavidades lo suficientemente grandes como para que la estructura del
ntcleo y la interaccién con la superficie relajen por completo hasta alcanzar el limite eldstico. Algo
parecido a lo que nos ocurria en el caso anterior, pero no tan dréstico, de forma que podemos
estimar de forma razonable los pardmetros relevantes del nticleo. Estos se pueden ver en la figura
6.21. En (a) estd representado el radio medio del nicleo de un defecto frente al potencial quimico.
Hemos definido el radio medio como el punto de inflexién que aparece en la densidad (igual
que en el defecto radial) promediado en las distintas direcciones (no hay simetria radial). Al
igual que en el defecto radial, se produce un rdpido decaimiento al aumentar y que tiende a
saturar. r, es aproximadamente la mitad que en el defecto radial (figura 6.18 (c)) y por tanto
la superficie del ntcleo, proporcional a 72, es unas cuatro veces menor en el caso k = 1/2 que
en el defecto con radial con k = 1. En (b) vemos la estimacion para la energia del nticleo en
funcién de la constante eldstica Kj. La linea es la recta de regresién cuya pendiente es m = 5.04,
aproximadamente un factor 2.5 mds pequefia que en el defecto con k = 1. Que al menos exista
un factor 2 de diferencia era esperable pues sabiamos que incluso en cavidades muy pequefias
la estructura con dos defectos 1/2 es mds estable que la que tiene un solo defecto radial. En
esas circunstancias gran parte de la energia del sistema se debe a los ntcleos, y por lo tanto
la energia de ambos nticleos mds el término de interaccién entre ellos debe ser como mucho
igual a la energia de un ntcleo radial. Ya vimos que usualmente se estima la energia del ntcleo

como E, = k?*7K y por lo tanto seria esperable que en el caso k = 1/2 tuviéramos un factor 4

9Nos referimos a una reduccién de la estructura, que no implica necesariamente una disminucién de la distancia a la
que el sistema siente el nicleo del defecto.
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Ficura 6.20.: Cavidad de radio R = 50.8D (solo se muestra una parte) donde se forman dos defectos
k = 1/2. En la columna izquierda Ay = 1.75kT, en la derecha Ay = 6.75kT. En la fila superior la
fraccién de empaquetamiento local 7, en la central el pardmetro de orden uniaxial q y en la inferior el
angulo de tilt ¢ (en grados). Coordenadas x e y en unidades del ancho del discorrectidngulo D.
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FIGURA 6.21.: Parametros relativos al nticleo de un defecto de carga k = 1/2: (a) r;;, definido como el punto
de inflexién en el perfil de la densidad, como funcién de y y (b) energia del nicleo en funcién de la
constante eléstica K;

respecto al defecto radial (el tamarfio si es aproximadamente 4 veces menor). Si observamos el
comportamiento del director en la regién del nicleo, vemos que aparecen deformaciones de tipo
bend (V x n # 0) para k = 1/2 que no estan presentes en el defecto radial y pueden ser el origen
de esta diferencia.

6.4. Conclusiones y cuestiones abiertas

Hemos aplicado un funcional de la densidad al estudio de esferocilindros duros en dos dimen-
siones confinados en una cavidad circular. El funcional consiste en una extensién de la teoria de
Onsager para fases no uniformes donde las variaciones del perfil de densidad se suponen suaves.
Recupera correctamente la ecuacion de estado obtenida por simulaciones, si bien discrepa en la
densidad a la que tiene lugar la transicién isétropo-nematico. Esto era esperable, pues hay indi-
cios [185] de que la transicién IN en dos dimensiones puede ser de tipo Kosterlitz-Thouless para
este sistema, un mecanismo que no estd contemplado en el funcional. Al calcular las constantes
elasticas y analizar la transicién suponiendo que es de tipo Kosterlitz-Thouless se recuperan los
datos de las simulaciones.

En la cavidad circular tiene lugar una transicién de fase entre un estado con el director uni-
forme y otro con dos defectos puntuales de carga 1/2 separados por una distancia de equilibrio.
Esta tltima fase es la estable para radios grandes. El resultado es compatible con los escasos
datos de simulacién disponibles, asi como con la fenomenologia que tiene lugar en un cilindro
(teniendo en cuenta que en nuestro caso no existe la solucién en la que el director escapa a lo
largo del eje del cilindro). La distancia de equilibrio entre los defectos esta relacionada con la
transicion continua de nematizacién en el poro. Cuando esta tiene lugar se produce una rapida

separacion de los defectos que después tiende a saturar en un valor que escala con el radio de la
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cavidad.

La formacién de defectos en el interior de la cavidad nos ha permitido estudiar por primera
vez las propiedades del niicleo con un modelo microscépico, libre de parametros ajustables y
que tiene en cuenta las variaciones en la densidad. Todos los casos estudiados muestran un na-
cleo is6tropo, algo esperable en dos dimensiones. La energia de los nticleos es proporcional a la
constante eldstica, aunque la constante de proporcionalidad varfa en funcién del tipo de defecto
estudiado (en nuestra opinién debido al diferente coste energético de las deformaciones de tipo
splay y bend). En cuanto al tamafio fisico de los nicleos es del orden del tamafio molecular y

decrece hasta saturar conforme aumenta el orden nematico en el resto del sistema.

Son muchas las cuestiones interesantes que se pueden tratar con la técnica desarrollada. La
mads obvia es estudiar el diagrama de fases en la cavidad con otras condiciones de contorno, en
particular con condiciones de contorno homogéneas, es decir, que favorezcan una orientacién
tangencial de las particulas. Experimentos en medios granulares [213] indican la presencia de
una transiciéon de fase entre un estado con el director uniforme y otro con dos defectos en la
pared.

También seria interesante analizar otro tipo de defectos asi como la interaccién entre defectos
de igual o diferente carga e incluso los mismos defectos para otras relaciones de aspecto L/D.
En este ultimo caso cambiard la proporcién entre las constantes eldsticas y se podrian sacar
conclusiones mas sélidas sobre la validez de la aproximacién de una sola constante eldstica, tan
ampliamente utilizada.

Otros sistemas a estudiar son el orden nemético alrededor de particulas coloidales suspendidas
en un medio liquido-cristalino [214, 215], o la interaccién entre estas particulas mediada por un
nematico [216, 217, 218].
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7. Mezclas binarias de cuerpos duros

anisotropos en dos dimensiones

7.1. Introduccion

Las mezclas binarias compuestas por dos cristales liquidos son importantes en diferentes aspec-
tos. Por citar alguno, la mezcla de dos nematicos que sean estables en rangos de temperaturas
diferentes puede dar lugar a un nemaético estable en un rango de temperaturas distinto al de los
dos componentes de la mezcla. Al afladir un componente quiral a un nemético no quiral se ob-
tiene como resultado un colestérico cuyo paso de hélice depende de la composicién de la mezcla.
Ambas caracteristicas son muy utilizadas en aplicaciones comerciales.

Desde un punto de vista mds fundamental, el diagrama de fases de una mezcla contiene, por lo
general, una fenomenologia mucho mads rica que el de un sistema monocomponente. Por ejemplo,
como resultado de mezclar dos nemaéticos uniaxiales se puede obtener un nematico biaxial, una
fase que no aparece en los componentes por separado.

Las mezclas de cuerpos duros en tres dimensiones se han estudiado extensivamente desde un
punto de vista teérico y experimental [219, 220, 221, 222]. Algunos aspectos han sido ampliamente
debatidos. Tal es el caso de la existencia o no de segregacién en sistemas sin grados de libertad
orientacionales, como la mezcla de esferas duras de diferente tamano [223, 53, 224, 225, 226, 227,
228]. Se puede concluir de estos estudios la existencia de segregacién entre una fase fluida rica
en componentes de la especie de particulas més pequefias y una fase sélida con abundancia de
las particulas de mayor volumen. La segregacién fluido-fluido estd igualmente presente, pero
siempre es metaestable frente a la fluido-sélido. Menos atencién han recibido las mezclas de
cubos duros paralelos [229, 230] donde también hay segregaciéon cuando ambas especies son
suficientemente distintas.

La inclusién de grados de libertad orientacionales en sistemas de particulas duras anisétropas
abre la posibilidad a otro tipo de segregaciones donde estan involucradas fases con orden orienta-
cional. Se ha comprobado que la forma de las particulas (prolata u oblata) [231, 232, 233, 234] asi
como el grado de anisotropia [235, 236] son aspectos fundamentales que determinan las carac-
teristicas de la mezcla. La separacion de fases de tipo fluido-fluido es un escenario comdn en este
tipo de sistemas, ya sea esta de tipo is6tropo(I)-nematico(N), N-N o I-I. Recientemente también
se ha estudiado el efecto que sobre el diagrama de fases tiene la formacién de fases estructuradas,
como esmécticos o columnares [237, 238, 239].

Este tltimo capitulo de resultados estd dedicado al estudio de mezclas de cuerpos duros en dos
dimensiones, un campo donde todavia hay pocos trabajos realizados. Talbot [240] analiz6 mezclas
de particulas duras convexas con la teoria de la particula escalada (SPT) y lleg6 a la conclusién
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de que, a diferencia del caso tridimensional, no puede existir segregacién isétropo-isétropo en
dos dimensiones. La razén es que la ganancia en volumen accesible del estado segregado no
es capaz de compensar la pérdida de entropia de mezcla. En la referencia [241] se estudia el
limite bidimensional de una mezcla de cuerpos duros convexos haciendo uso de una ecuacién
de estado obtenida a partir de una aproximacién a la funcién de correlacion radial. Segtin esta
aproximacion la mezcla es siempre estable en dos dimensiones. Recientemente se ha usado la
teorfa de la particula escalada para analizar mezclas de discorrectdngulos [242] habiéndose en-
contrado segregacion entre una fase is6tropa y una nemadtica, asi como entre dos fases nematicas.
El estudio demuestra mediante un riguroso analisis de bifurcacién la existencia de separacién de
fases en sistemas bidimensionales y pone de manifiesto la riqueza del diagrama de fases en este
tipo de mezclas. Aparecen, por ejemplo, puntos tricriticos o puntos criticos finales que no estan
presentes en tres dimensiones. Esto es debido a la naturaleza de la transicién is6tropo-nemético,
por lo general continua en dos dimensiones mientras que en tres dimensiones es de primer orden.

El andlisis de estos sistemas bidimensionales puede ser ttil para comprender las transiciones
de fase de superficie que experimentan las monocapas de moléculas adsorbidas o las cuasi-
monocapas que se forman en medios granulares. Es ademds un primer paso ttil para entender
las repercusiones de la polidispersidad de las particulas en los sistemas reales. Esperamos que
también nos sirva para analizar la topologia del diagrama de fases y su evolucién al variar la
geometria y relacién de aspecto de las particulas. Para ello vamos a tratar mezclas de distintas
especies: discorrectdngulos duros y rectdngulos duros. En estos tltimos es interesante ver como
la recientemente postulada fase tetrédtica [243, 244] se ve alterada por la inclusién de otra especie,
de igual o distinta geometria, en el sistema.

7.2. Termodindmica de Mezclas

Dado que el estudio de mezclas es por lo general una materia menos conocida y tratada en los
textos usuales, vamos a realizar un breve repaso a la termodindmica de mezclas. Continuaremos
exponiendo la teoria de la particula escalada, que es la teorfa mecanoestadistica que usaremos
posteriormente.

7.2.1. Relaciéon de Gibbs-Duhem

Sea un sistema de m componentes N1, Ny, ..., N;;; podemos escribir la relacion fundamental de la
termodindmica en la representacién energética, esto es, la energia interna como funcién de los

pardmetros extensivos del sistema: U = U(S,V, Ny, ..., Ny ). Diferenciando se tiene

0 0 no(9
du = (u) ds + <u> av+)y o dN; =
aS V,Ni,i:l,,.,m aV S,Ni,izl,..,m ]:] aN] S,V,Nl-,i:L..,m,i;éj

1m
TdS — PdV + ) wdN;.  (7.1)
=1

Por otro lado, la energia interna es una ecuacién homogénea de primer orden, y por lo tanto
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verifica que
U(AS, AV, ANy, ..., ANy) = AU(S,V, Ny, ..., Ny ). (7.2)
Derivando esta expresién con respecto a A y haciendo A =1, se llega a
U=TS5~PV+uNy+ ...+ umNy, (7.3)

que no es mds que la particularizaciéon del teorema de Euler para las formas homogéneas a la

termodindmica. Se sigue de la ecuacién anterior que
m m
dU = TdS + SAT — PdV — VdP + Y p;dN; + Y Nidy;. (7.4)
j=1 j=1
Comparando con (7.1) es inmediato ver que
m
SdT — VAP + ) Njdu; = 0. (7.5)
=1
Esta ecuacion se conoce como la relaciéon de Gibbs-Duhem y establece una ligadura entre los pa-

rdmetros intensivos de nuestros sistema. En particular, si mantenemos la temperatura constante

se cumple

(apl> Ji (apl) T =cte., (7.6)

donde hemos definido p; = N;/V.

7.2.2. Potencial de Gibbs y el método de la tangente comin

El potencial de Gibbs o la energia libre de Gibbs es la transformada de Legendre de la ener-
gia interna que reemplaza como variables independientes a la entropia por la temperatura y el

volumen por la presién. Es decir
m
G =G(T,P,Ny,..,Ny) =U—TS+PV =) N, (7.7)
j=1

y por tanto el diferencial de la energia libre de Gibbs es

d 3 d
dG = (G) dT+< G) dp+2 © dN; =
9T ) p N, i=1,..m OP ) 1 N, i=1,..m oN; T,P Ny, mi £

m
—SdT + VdP+ Y wjdN;.  (7.8)
j=1
Consideremos una mezcla binaria. Sea N ntimero total de particulas, N = Ny + N> y x; la
fraccién molar de la especie i, x; = N;/N, i = 1,2. Manteniendo constante el nimero total de
particulas se verifica que dN = dN; +dN, = 0 y por lo tanto dN; = —dNj. La ecuacién (7.8) se
reduce entonces a

dG = —SdT + VAP + (y2 — pi1)dNs. (7.9)
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F1GUuraA 7.1.: Representacion esquematica del método de las intersecciones (a) y el método de la tangente

comun (b)

Dividiendo por el ntimero de particulas N y derivando respecto a x; se llega a

0g )
R0 R 7.10
(ax2 ot Ho — 1 (7.10)

donde hemos definido ¢ = G/N, la energia libre de Gibbs por particula. Por otro lado

g = p1x1 + paxz = p1(1 — x2) + pax. (7.11)

Despejando 1 de (7.10) e insertdndolo en (7.11) es inmediato que

o (28
H1=8—x2 <ax2>p,T’ (7.12)
)
pa =g+ (1-2x2) (ag> : (7.13)
X2/ pT

El significado de estas relaciones se entiende muy bien graficamente. En la figura 7.1 se muestra
de forma esquematica la energia libre de Gibbs por particula g como funcién de la fraccién molar
x2. De las ecuaciones (7.12) y (7.13) se desprende que el valor de g en los extremos se corresponde
con el potencial quimico de las sustancias en el estado puro:

g(xa =0)=puf,
g(xp =1) = 1. (7.14)

Para conocer el potencial quimico de la mezcla a una concentracién dada xp tenemos que
calcular las intersecciones con los ejes x = 0 y x» = 1 de la tangente en el punto de la curva
(x0,8(x0)) (véase la figura 7.1 (a)). Esto se conoce como el método de las intersecciones.

Si es posible encontrar dos puntos x4 y xp que satisfagan:

g(xp) = g(xa) + (xp —x4)8 (xa), (7.15)
§'(xa) = ¢ (x), (7.16)
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TP

P T

F1Gura 7.2.: Diagrama de fases esquematico de un sistema monocomponente. Representacién en el plano
temperatura-densidad (izquierda) y presiéon-temperatura (derecha). Existen tres fases: gaseosa (G),
liquida (L) y sélida (S) que coexisten en un punto triple (TP). El circulo denota la existencia de un

punto critico liquido-gas).

donde ¢’(x) = (dg/9x)r,p. Entonces comparten la misma tangente (véase la figura 7.1 (b)) y sig-
nifica que los potenciales quimicos de ambos componentes son iguales para esas composiciones,

es decir

pi(xa) = pa(xp),
ua(xa) = p2(xp). (7.17)

Esta condicién junto con las de presiéon y temperatura constantes (impuestas anteriormente) nos
aseguran que existe una coexistencia en equilibrio para esas composiciones. La construccién se
conoce con el nombre de método de la tangente comiin o doble tangente y resulta de gran utilidad
para determinar el diagrama de fases.

Es posible reescalar la funcién g(x) para que la construccion de la tangente comtn ocurra

siempre en los minimos locales de una funcién g*(x) que viene dada por
8 (x) = g(x) —tx, (7.18)

donde f es la pendiente de la tangente comun a g(x).

7.2.3. Diagrama de fases global y regla de las fases de Gibbs

Del estudio de las propiedades genéricas de la energia libre de Gibbs (en general de los poten-
ciales termodindmicos) es posible obtener la fenomenologia del equilibrio de fases y el compor-
tamiento critico de sistemas simples o multicomponentes. Gibbs fue unos de los pioneros en el
campo introduciendo el concepto de grados de libertad termodindmicos, f, y la bien conocida
regla de las fases de Gibbs, segun la cual:

f=c—p+2, (7.19)
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) (b)

Binodal

Espinodal

v v

F1GUura 7.3.: Representacion de isotermas en el plano presién-volumen por particula. (a) Una isoterma donde
se muestra la binodal (circulos negros), la espinodal (circulos blancos) y la construccién de Maxwell
(igualdad de areas I y II). (b) Serie de isotermas aumentando la temperatura desde T = T; (por
debajo del punto critico), hasta T = T3 (por encima del punto critico). La isoterma T = T, contiene el
punto critico. Esta representado por un circulo blanco. La linea discontinua representa la espinodal y

la continua de trazo fino la binodal.

siendo ¢ el ndmero de componentes del sistema y p el nimero de fases. f es el ntimero de
pardametros intensivos que pueden variar de forma independiente (dentro de unos limites) sin
perder la estabilidad de una mezcla de p fases. Nétese que existen ¢ + 2 pardmetros intensivos en
el sistema (P, T, yy, ..., 4c) iguales en cada una de las p fases que coexisten y hay p relaciones de
Gibbs-Duhem (cada una de las cuales reduce un grado de libertad). En ocasiones existen otras
relaciones (ademds de las de Gibbs-Duhem) que ligan algunas variables del sistema y por tanto
los grados de libertad se ven disminuidos. Tal es el caso de los fenémenos azeotrépicos o criticos

que veremos posteriormente.

Sistema monocomponente simple

La figura 7.2 muestra de forma esquemadtica un diagrama de fases tipico de un sistema mono-
atémico. En un sistema monocomponente simple (¢ = 1), una fase (p = 1) tiene 2 grados de
libertad. Es decir, podemos variar libremente la presion y la temperatura (zonas en blanco de la
figura). Dos fases tienen 1 grado de libertad y por lo tanto pueden coexistir a lo largo de una
linea (lineas continuas). Tres fases coexistiendo tienen 0 grados de libertad y solo pueden coe-
xistir en puntos del espacio de las fases. Dichos puntos son puntos triples (indicado por TP). Es
posible también encontrar un punto critico (circulo vacio). Se trata del punto donde muere una
linea de coexistencia y las fases se hacen indistinguibles. 4 fases coexistiendo tienen —1 grados
de libertad, existen 4 ecuaciones (relaciones de Gibbs-Duhem) que ligan 3 variables (P, T, u) y
por lo tanto no hay (en general) solucién posible.

Fijémonos en la linea de coexistencia liquido-gas de la figura 7.2. Si nos movemos a lo largo
de una isoterma, a una temperatura intermedia entre la del punto triple y la del punto critico,
veremos un comportamiento parecido al que se muestra en la figura 7.3 (a). Existe una zona
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donde el sistema es termodindmicamente inestable; es la comprendida entre los puntos que
definen la espinodal. Es una zona inestable ya que en ella no se verifica el principio de estabilidad

mecénica )

3712[ = —3—5 >0, (7.20)
donde u es la energfa interna y v el volumen, en ambos casos por particula. Nétese que en la
espinodal se tiene (0P/dv)r = 0. La condicién (7.20) es necesaria para que la energia interna
tenga un minimo y sea por tanto estable frente a la separacién de fases. Cuando existe una
inestabilidad el sistema se separa en dos o mas fases: tiene lugar una transicién de fase. Los
puntos que definen la binodal (véase la figura 7.3) determinan los valores de v entre los que
tiene lugar la transicién. Son el resultado de imponer la igualdad de potencial quimico en las
fases que coexisten (por ejemplo, y; = i para el caso del liquido y el gas), que en términos de
la isoterma implica que las dreas I y II sean iguales (hecho este conocido como la construccién
de Maxwell). Para ver esto partimos de la relacién de Gibbs-Duhem, ec. (7.5), para un sistema
monocomponente y a temperatura constante: dy = vdP. Integrando entre dos estados 1y 2 se
tiene

2
po— = /1 v(P)dP. (7.21)

En coexistencia 1 = pp y por lo tanto el drea que encierra la isoterma entre los estados que
coexisten es nula.

La zona comprendida entre la binodal y la espinodal es termodindmicamente metaestable: es
posible encontrar a nuestro sistema en uno de esos estados, pero pequeiias fluctuaciones pueden
provocar el salto a regiones termodindmicamente estables.

Ademas de la discontinuidad en el volumen por particula que tiene lugar en la transicién, otros
pardmetros como la entropia por particula son también discontinuos en ese punto. Se dice que es
una transicion de primer orden pues las primeras derivadas de los potenciales termodindmicos

(volumen, entropia...) son discontinuas.

Supongamos ahora que aumentamos la temperatura y observamos de nuevo otra isoterma. La
situacion esta representada esquemadticamente en la figura 7.3 (b). A medida que aumentamos
T y nos acercamos al punto critico la zona de inestabilidad se reduce y la transicion se hace
cada vez mds débil (las discontinuidades en las derivadas de los potenciales termodindmicos son
més pequeiias), hasta que llegamos a la temperatura del punto critico donde no hay salto en
las primeras derivadas del potencial. Mds all4 la isoterma es monétona; es una regién siempre
estable. En este sentido se puede definir la regién critica de un sistema como la frontera entre
zonas termodindmicamente estables e inestables. En el punto critico la binodal y la espinodal
colapsan, la isoterma presenta un punto de inflexién horizontal y por lo tanto se verifica

(0P/3V)r =0; (3*°P/aV?)r = 0. (7.22)

En el punto critico la transicién es continua (los potenciales termodindmicos y sus derivadas
son continuos. Nos referimos aqui como segundo orden en el sentido de que no es de primer
orden, pero no necesariamente a que exista una discontinuidad en las segundas derivadas o
derivadas de orden superior).

153



7. Mezclas binarias de cuerpos duros anisétropos en dos dimensiones

P

0 X 1

FIGURA 7.4.: Diagrama de fases esquemadtico de una mezcla binaria en el plano presién-composiciéon (P — x).
Las lineas a trazos representan transiciones de orden continuas y las lineas sélidas marcan las binodales.
Se puede ver la existencia de un punto triple (tridngulo), un punto critico (circulo vacio), un punto

tricritico (circulo negro), un punto critico final (cuadrado) y un punto azeotrépico (circulo gris).

Mezcla binaria

Supongamos una mezcla binaria (¢ = 2) y tomemos la presién P, la temperatura T, y la fracciéon
molar de una de las especies x como el conjunto de variables de nuestro espacio de fases. La
regla de las fases de Gibbs nos dice que una sola fase (p = 1) tiene 3 grados de libertad, que
corresponde a un volumen de nuestro espacio de las fases (P, T, x). Dos fases (p = 2) pueden
coexistir con 2 grados de libertad, es decir la eleccién de P y x (por ejemplo) nos fija el valor de
T. Tres fases pueden coexistir a lo largo de una linea en el espacio de fases (f = 1) y es posible
la ocurrencia de un punto cuddruple donde coexistan 4 fases (f = 0).

Existe mdas fenomenologia en sistemas binarios. Puede pasar, por ejemplo, que coexistan dos
fases con la misma fraccién molar (estado azeotrépico). Esto introduce una ligadura maés en el
sistema reduciendo los grados de libertad a f = 1. También es posible la coexistencia de dos
fases (liquido-liquido o liquido-vapor por ejemplo) a lo largo de una linea critica (en el sistema
monocomponente solo era posible un punto critico). De nuevo las ligaduras impuestas por la
criticalidad reducen a uno los grados de libertad.

En la figura 7.4 se representa esquematicamente la proyecciéon de un hipotético diagrama de
fases de un sistema binario en el plano presién-composicién (es mds usual la representaciéon
presién-temperatura, pero en cuerpos duros la temperatura no juega un papel relevante). Vamos
a describir las distintas situaciones ayuddndonos de las propiedades topolégicas de la energia
de Gibbs por particula (reescalada segtin (7.18) para que la construccién de la tangente comtin
coincida con minimos locales.)

Binodal. Las regiones sombreadas de la figura 7.4 son zonas prohibidas del diagrama de fases
(termodindmicamente inestables). Si nos situamos en esta regién se produce una separaciéon en

154



7.2. Termodindmica de Mezclas
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FIGURA 7.5.: Representacién esquematica del equilibrio de fases de un sistema binario en diferentes situa-
ciones: (a) dos fases que coexisten a lo largo de una binodal, (b) una linea critica (o su proyeccién en
un plano, un punto critico), (c) tres fases coexistiendo en un punto triple, (d) un punto critico final, (e)
un punto tricritico, (f) una linea azeotrépica (o su proyeccién en un plano, un punto azeotrépico). Se
representa, a presion y temperatura constantes, la energia de Gibbs por particula escalada g* frente a
la fraccién molar de una de las especies x. La energia de Gibbs se ha reescalado para que el equilibrio
de fases tenga lugar en minimos locales. Es equivalente pensar que se representa la energfa interna por

particula en lugar de g*.

dos fases (transicion de fase de primer orden) que coexisten a lo largo de la binodal. La binodal
encierra las regiones inestables del diagrama de fases. En la figura 7.4 estd representada por las
lineas continuas (serfa una superficie en el diagrama tridimensional). En la binodal existen dos

ramas en la energia de Gibbs que comparten una tangente comtn (véase la figura 7.5 (a)).

Linea critica. El circulo vacio de la figura 7.4 es una proyeccién de una linea critica, es decir
un punto critico. En los puntos criticos colapsan las dos ramas de una binodal (los dos minimos
locales de la g*, véase la figura 7.5 (b)). Son zonas fronterizas entre la estabilidad y la inestabilidad
del sistema ante la separacién de fases. La transicién de fase a lo largo de una linea critica
es continua. Veiamos en (7.22) las condiciones necesarias para tener un punto critico. En una

mezcla y en términos de g las condiciones para una linea critica se pueden expresar como:

o’g g
(axz)m =0 (aﬁ)w =0 723)

Para que sea localmente estable es necesario ademas que (9*g/9x*)p 1 > 0

Linea triple. Es posible la coexistencia de tres fases a lo largo de una linea. En la figura 7.4 se
indica con un tridngulo la proyeccién de una linea triple en el plano P — x, es decir un punto
triple (en realidad el tridngulo marca la presién y la fraccién molar de una de las fases que
coexisten en el punto triple, en concreto la fase «. Este comentario serd de aplicacién en todos los
puntos triples que aparezcan a lo largo del capitulo). En el punto triple del ejemplo coexisten las
fases a, By . En g existen tres ramas compartiendo una tangente comun (véase la figura 7.5 (c)).
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Punto critico final. Representado en la figura 7.4 por un cuadrado. Es la coexistencia de una

fase critica con una fase no critica (véase la figura 7.5 (d)).

Punto tricritico. Representado en la figura 7.4 por un circulo negro. Es el punto donde una fase
critica deja de serlo, dando lugar a una segregacion de fases. Las espinodales de la fase no critica
se juntan en el punto tricritico con la fase critica. La energia de Gibbs en este punto tiene una sola

rama (véase la figura 7.5 (e)) que ha de cumplir las condiciones impuestas por (7.23) y ademas
(*¢/0xpr = 0; (8°g/9x°)pr = 0. (7.24)

Para que sea estable localmente se tiene que verificar (9°¢/9x°)p r > 0. Una descripcién detallada
de las propiedades del punto tricritico se puede encontrar en la referencia [245].

Linea azeotrépica Los fenémenos azeotrépicos tienen lugar (por lo general) cuando una se-
gunda rama metaestable de la energia de Gibbs toca de forma tangencial a otra rama estable
(véase la figura 7.5 (f)). Las fases que coexisten en los fenémenos azeotrépicos tienen por tanto
la misma fraccién molar. A lo largo de una linea azeotrépica (en la figura 7.4 se representa su
proyeccién, un punto azeotrépico, como un circulo gris) coexisten dos fases (x y 7y en nuestro

ejemplo). La energia de Gibbs verifica (véase la figura 7.5 (f)):

8a(x) = gy(x); (9ga(x)/0x)p,r = (984 (x)/0x)p,T. (7.25)

Existe mucha mas fenomenologia posible en mezclas binarias: puntos cuddruples, puntos
azeotrdpicos finales y azeotrépicos criticos... El estudio sistemético del diagrama de fases a par-
tir de la topologia de los potenciales termodindmicos es una rama activa que se aleja de los
propositos del presente trabajo. El lector interesado puede remitirse a los trabajos pioneros de
van Konynenburg y Scott [246] sobre mezclas binarias simples. Una descripcién exhaustiva se
puede encontrar en las referencias [247, 248].

7.2.4. Segregaciéon en cuerpos duros, ;por qué?

La regién encerrada por las binodales (zona sombreada de la figura 7.4) es una zona de inestabili-
dad termodindmica donde el sistema se segrega en dos fases, una rica en particulas de la especie
1y otra en particulas de la especie 2. Parece 16gico pensar que una separacién entre dos fases
fluidas en una mezcla se produce cuando las particulas de una misma especie se atraen', o por
el contrario cuando particulas de distintas especies se repelen. Esa repulsién o atraccién puede
hacerse lo suficientemente grande como para vencer la ganancia entrépica que tiene el sistema
mezclado (debida a que existen muchos mas microestados en la fase mezclada que cuando los
componentes se segregan). Sin embargo ninguno de estos argumentos es vélido para explicar la
segregacion en sistemas duros (donde solo existe interaccién cuando dos particulas contactan).
Hasta hace pocos afios se pensaba de hecho que no existia separacién de fases en fluidos de
particulas duras. La creencia se sustentaba en los trabajos de Lebowitz y Rowlinson [53] de 1964
y de Mansoori et al. [224] unos afios después (1971). En ambos trabajos se estudié una mezcla de

1Sea €ij la energfa de interaccion entre particulas de la especie i y la j. Es esperable que ocurra una separacién cuando
se verifica que €15 > %(611 +en).
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FIGURA 7.6.: Mezcla binaria de esferas duras. El volumen que las esferas grandes excluyen a las pequeiias
es la regién encerrada por la linea discontinua. Cuando las esferas grandes estin muy separadas (a)
el volumen que excluyen a las pequefas es maximo. Si se juntan lo suficiente (b) ese volumen de
exclusion puede solapar (zona sombreada) y hay una ganancia de volumen accesible (entropia) en las

esferas pequefias.

esferas duras en tres dimensiones sin encontrar ninguna evidencia de separaciéon de fases. Sin
embargo, Biben y Hansen [225] en 1991, haciendo uso de ecuaciones integrales autoconsistentes,
encontraron separaciéon de fases en una mezcla de esferas duras si el cociente entre los radios era
mayor que 5. Varios trabajos posteriores [226, 227, 228, 223] confirman este escenario?, aunque
parece claro hoy en dia que la separacién de fases fluido-fluido es metaestable frente a una
separacién del tipo fluido-sélido en el modelo de esferas duras.

Dado que estamos hablando de un sistema duro, por tanto sin energia interna, la tinica expli-
cacién posible para la segregacion es que se trate de un fenémeno entrépico. El sistema segregado
tiene mayor entropia (menor energia libre) que la mezcla. Hablar de més entropia en un sistema
de esferas duras es equivalente a hablar de mayor volumen accesible por particula, y por lo tanto
en el sistema segregado las particulas son libres de moverse a través de un volumen mds grande
que en la mezcla. Para verlo imaginemos una mezcla de esferas grandes (radio R) y pequenas
(radio ). Sea R >> r (con la tinica intencién de que el argumento sea mads intuitivo). En el sis-
tema mezclado cada esfera grande excluye la posibilidad de tener una esfera pequefia en una
region esférica de radio R + r. Es posible reducir el volumen de exclusién (aumentar el accesi-
ble) si acercamos las esferas grandes a una distancia menor que 2R + 2r (véase la figura 7.6). De
esta forma el volumen que las grandes excluian a las pequefias se ve reducido, pues ahora esta
compartido por dos esferas grandes. Puede ocurrir (y ocurre) que, en funcién de la fraccién de
empaquetamiento y el cociente entre los radios, la ganancia entrépica generada por ese aumento
de volumen accesible supere a la pérdida de entropia de mezcla por segregarse. En ese momento
se produce la separacién de fases. De forma efectiva es como si las esferas grandes sufrieran una
interaccion atractiva mediada por las esferas pequefias. Este punto de vista es bastante intuitivo
si pensamos que cuando las esferas grandes estdn suficientemente cerca (de forma que no quepa
una esfera pequefia entre ellas) se produce una descompensacién en la presién osmética que atrae
a las esferas grandes. Esa interaccién atractiva recibe el nombre de potencial de deplecién y es bien

conocida en mezclas de coloides y polimeros [249]. En realidad, en el sistema de esferas duras

2La relacién de aspecto a partir de la cual existe separacin de fases es sensible a la aproximacién utilizada.
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antes de que este mecanismo produzca una segregacioén fluido-fluido tiene lugar la cristalizacién
de una de las especies, produciéndose, como ya mencionamos, una segregacion fluido-sélido.

En mezclas de cuerpos duros anisétropos también existe un potencial atractivo efectivo como
consecuencia del mejor empaquetamiento de cada especie por separado. La ganancia de entropia
en el sistema segregado serd mayor cuanto peor sea el empaquetamiento de una mezcla de am-
bas especies. Es de esperar, por ejemplo, que en una mezcla de esferas y cubos de volumen v; y
vy respectivamente, se produzca una mayor segregacion que en una mezcla de cubos (también
de voltimenes v y v72). En mezclas anisétropas existe ademads otro efecto. Se trata de la ganancia
de entropia orientacional que puede existir en el sistema segregado. Supongamos una mezcla
de varillas con longitudes muy distintas. A medida que aumentamos la densidad las varillas
largas se orientan primero formando una fase nematica y forzando una orientacién relativa en
las pequefias, con la consiguiente pérdida de entropia orientacional. La separacién de fases puede
entonces aumentar la entropia orientacional. En aquellas mezclas donde ambas especies empa-
queten bien juntas (mezcla de cuadrados por ejemplo) es donde (generalmente) este efecto puede
ser decisivo en el balance final a la hora de determinar la separacién o no de fases.

7.2.5. Area excluida

Como ya hemos comentado anteriormente, vamos a estudiar el comportamiento de mezclas de
rectdingulos (HR-HR), discorrectdngulos (HDR-HDR) y rectangulo-discorrectdngulo (HR-HDR)
en dos dimensiones (nétese que los cuadrados HSQ y los discos HD se pueden ver como un caso
particular de los anteriores). Para ello es esencial conocer el drea excluida entre dos particulas

™ (¢12), donde T y v denotan el tipo de particula, ya sea un HR o un HDR y ¢ es al angulo

excl
relativo entre las moléculas. En todos los casos las expresiones para el drea excluida son analiticas:

VHR_HR(QDQ) = (Lle + 0'10'2) ‘Singblz‘ + (L10'2 + LzU’l) ‘COS¢12| + 01+ 02

excl

_ . 7T
VHDR=HDR (g,,) = Ly Ly|singa| + L10a + Looy + 20102+ 01+ 0,

VAL THPR (¢12) = LyLa|singua| + Looy |[cosgua| + 0102 + L1oa + 01 + 0 (7.26)

excl

HR—HDR
Vexcl

el subindice 1 se refiere al rectdngulo y el 2 al discorrectdngulo, es decir v1 = Lioy y v =
Looy + 103 /4.

siendo v; el drea de la particula i. En el dltimo caso, , es necesario especificar que

En la figura 7.7 (a) se puede ver el drea excluida para el caso de rectdngulos y discorrectdn-
gulos de igual drea y relacién de aspecto (longitud/anchura). En ambos casos el drea excluida
es minima cuando las particulas estan paralelas. En el caso de rectdngulos, existe ademds un
minimo local cuando las moléculas estan situadas perpendicularmente. Dicho minimo adquiere
mads importancia a medida que reducimos la relacién de aspecto del rectangulo. Esto sugiere la
posibilidad de que una fase con dos ejes directores podria ser estable bajo ciertas circunstancias,
es la llamada fase tetratica [243]. En la parte (b) vemos como se construye el drea excluida en dos

situaciones distintas.
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Ficura 7.7.: (a) Area excluida como funcién del angulo relativo, ¢, para el caso de rectingulos (linea
continua) y discorrectdngulos (linea discontinua). La relacién de aspecto y el area de las particulas es
igual a 2 en ambos casos. (b) La linea punteada encierra el drea excluida entre dos rectdngulos cuando

estos estdn paralelos (arriba) o formando un angulo de 45°.

7.3. Teoria de la particula escalada

La teoria de la particula escalada (SPT) se desarroll6 inicialmente para esferas duras [52] y fue ex-
tendida para cuerpos duros anisétropos unos afios después. Primero para cilindros y esferocilin-
dros perfectamente alineados [250, 251], posteriormente para esferocilindros con 3 posibles ori-
entaciones [252] y finalmente para particulas libremente rotantes [253, 254]. En dos dimensiones
se aplicé primero a mezclas de rectdngulos duros con 6 posibles orientaciones [255] y afios des-
pués a mezclas isétropas de cuerpos convexos [240]. En lo que sigue nos vamos a limitar al uso
de la SPT para cuerpos duros, si bien se puede hacer extensiva a potenciales de interaccién mas
realistas.

La SPT es una aproximacién para el potencial quimico de nuestro fluido. A partir de él pode-
mos obtener cualquier variable termodindmica.

Sea una particula cuyas dimensiones estan escaladas en un factor A respecto al resto. Conside-
remos ahora el trabajo reversible que nos cuesta crear una cavidad fija y del mismo tamafio que
la particula escalada en nuestro fluido. Si a dicho trabajo W le sumamos la energia libre de mez-
cla que resulta de liberar la cavidad para que pueda desplazarse por el fluido, el resultado sera
igual al potencial quimico de la particula escalada ", en realidad de un colectivo de particulas
escaladas. Si conseguimos una aproximacién razonable para u” solo nos quedara hacer A = 1
para tener el potencial quimico de nuestro fluido.

En el caso de esferas duras es posible relacionar facilmente y* con la funcién de distribucién
radial [52]. La SPT aplicada a esferas duras da resultados que estdn en muy buen acuerdo con

las simulaciones tanto en sistemas puros de una, dos y tres dimensiones [256] como en mezclas
de esferas duras [257].
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7. Mezclas binarias de cuerpos duros anisétropos en dos dimensiones

Para el caso de particulas anisétropas, el trabajo necesario para crear dicha cavidad depende
(en fases con orden orientacional) de la orientacién de la cavidad, lo que se traduce en una
dependencia del potencial quimico de la particula escalada: u* = u*(¢). De forma general:

pN@) = s + e (@) = 1y + Walp, ¢), (7.27)

donde p?; corresponde a la contribucién de una mezcla ideal y W, (p, ¢) es el trabajo reversible
necesario para crear una cavidad fija del tamafio de la particula escalada y con orientacién ¢ en
un fluido de densidad p. Entonces, la probabilidad de que se forme una cavidad en el sistema
con esas caracteristicas viene dada por:

po(A, ¢,0) = exp(=Wy (o, $)/kT). (7.28)

Con lo que la parte de exceso del potencial quimico se puede escribir como

Hoxe (@) = Walp, @) = —kTIn(po(A, ¢, p))- (7.29)

Se puede interpretar p, como la probabilidad de que al insertar la particula escalada en el
fluido no solape con ninguna de las moléculas del mismo (recuérdese que estamos tratando un
modelo duro).

El éxito de la SPT radica en encontrar una aproximacién razonable para W o p,. Para el caso de
cuerpos duros anisétropos podemos argumentar lo siguiente. Si las dimensiones de la particula
escalada son mucho mas grandes que las de las particulas del fluido (A > 1), entonces, el trabajo
necesario serd simplemente el trabajo termodindmico de abrir una cavidad macroscépica de esas

dimensiones, es decir Pv,, donde v, es el volumen de la cavidad y P la presion
W/\(p, (P) = PZ)/\ A>1. (730)

Veamos el limite opuesto, A < 1. Si insertamos una particula muy pequefia, la probabilidad
de que al hacerlo solape con mds de una molécula del fluido simultdneamente es despreciable.
De forma que el volumen inaccesible para la particula escalada es aproximadamente la suma del

volumen excluido debido a cada una de las particulas del fluido. En términos de py:

pO()\/Pf‘P) =1- P<Vexcl>()\/ 47) AL, (7'31)

siendo (Viye1) (A, ¢) el promedio (sobre las orientaciones de la molécula del fluido) del volumen
excluido entre la particula escalada y una particula del fluido.

Conocidos los limites A < 1y A > 1 tenemos que encontrar una receta que nos permita
conocer p* en todo el rango de valores de A (realmente solo necesitamos conocer A = 1). La receta
usual de la SPT consiste en hacer un desarrollo de Taylor en torno al punto A = 0 reemplazando
el término de orden dos por Pv, (es como realizar una interpolacién lineal entre los limites A < 1
yA>1):

_ Ay
Hoxe () = Howe” + A (W) + Poy. (7.32)
A=0

100 es el trabajo necesario para insertar una particula fija de tamafio puntual (obviamente no
depende de la orientacién) y en términos de pg es simplemente 2= = —kTIn(1 —7) donde

160



7.3. Teoria de la particula escalada

7 = pv es la fraccién de empaquetamiento. Haciendo el promedio angular de (7.32) obtenemos
el potencial quimico del fluido. Antes de seguir desarrollando (7.32) vamos a hacer unas consi-

deraciones generales sobre la validez de la teoria.

Al truncar el desarrollo de Taylor a primer orden, se puede ver que estamos despreciando tér-
minos que van como (1 — 17)~%; estos términos pueden no ser despreciables para las densidades
tipicas de nuestro problema. Parecerfa por tanto razonable dar un paso mads en el desarrollo de
Taylor y truncar la serie a orden dos, reemplazando el término de orden tres por Pv,. Desgracia-
damente, si hacemos esto el potencial quimico resultante no es consistente con las relaciones de
Maxwell [253]. Si restringimos las orientaciones que pueden tener las particulas a un conjunto
discreto, podemos tratar el problema como una mezcla de m especies. Cada una de las especies
con una orientacion distinta y N; particulas. Para este sistema se ha de verificar la relacién de

oui \ (9K
<aNj> - (aNl)' (7.33)

Esto es precisamente lo que no ocurre al incorporar un término maés en (7.32). Esta es la apro-

Maxwell

ximacién mads fuerte de la SPT que presentamos en este trabajo. La aplicacién de (7.32) a un
sistema de esferocilindros duros en tres dimensiones no recupera el limite de la SPT para esferas
duras cuando hacemos tender la relacién de aspecto (longitud-anchura) del esferocilindro a la
unidad. Cabe esperar por tanto que las predicciones de la teoria empeoren para relaciones de
aspecto pequeias (para relaciones de aspecto muy grandes se recupera la teorfa de Onsager [26]
correctamente). Es posible mejorar la aproximacién mediante otro tipo de desarrollos en serie
del potencial quimico [254] que mejoran cualitativamente los resultados. No obstante, con ambas
aproximaciones se obtienen resultados cuantitativamente iguales, siendo (7.32) mds sencilla de

implementar.

Hechas estas consideraciones continuamos con el desarrollo de la teoria. Cuando A < 1 se

tiene
,Byé\xc =—In (1 - PZXV <V60§c]él> ()‘r (P1)> . (7-34)

El indice v = 1,2 recorre las distintas especies de la mezcla, cuya densidad total es p = p; + p2.
La composicion de cada especie es x, = p,/py (V2. ) es el promedio (sobre las orientaciones)
del 4rea excluida entre una particula « escalada en un factor A con orientacion ¢; que es insertada

en un fluido con particulas de la especie v, es decir

(Vi) = [ dgafu(92) Vi (A, gu2). 7.3

fu(¢2) es la funcién de distribucién angular de la especie v, que veremos més adelante.
Aplicando (7.32) a (7.34) se llega a

N pL:Xr fd¢2fr(¢2)Vr(8) (¢12)
T—7

ﬁ,uEXC,V (‘Pl) = - h‘l(l - 77) + ﬁPUV (7.36)
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7. Mezclas binarias de cuerpos duros anisétropos en dos dimensiones

donde hemos definido # como la fracciéon de empaquetamiento total (y = Y., pyvv) y VT(S) (p12) =
V2V, (¢12) — vy — vr. Tomando el promedio angular se obtiene una expresién para el potencial
quimico de exceso de la especie v:

(0)
Biexcy = /d4’1f1/(4’1)ﬁ148xc,1/(4’1) =—In(1-7n)+ pZTJ;T_«UVW» + BPuy, (7.37)
con
() = [[ dgndgaselon) fu (g2 ViD (012) (7.38)

La contribucién de gas ideal al potencial quimico es gz, = kT In(py). Teniendo esto en cuenta

podemos expresar la relacién termodindmica (7.6) como:

oP a,uexc,’r

b =1+ p Lo e 739)

e integrando junto con (7.37) resulta

pp— P 1P T ren (Vi)
1-y 2 (1—7)?

A partir de la definicién de la presién BP = p + Y., Pvtexcy — Pexc se llega a una expresion

(7.40)

para la parte de exceso de la energia libre en unidades reducidas ®Pexc = BFexc/V

Pexclfi, o] = p {In(1= 1) + s Txen (V) ). 7.41)
2(1 - 77) ™
En cuanto a la parte ideal se puede escribir exactamente como

27T
Sulfi fil = Yoo (lnpv 1+ [T asfile) ln[2ﬂfv(<l>)]> . (7.42)

Finalmente, la energia de Gibbs por particula es Bg = (@ + BP)/p con @ la suma de las
contribuciones ideal y de exceso @ = Dj; + Peye.

Nosotros vamos a particularizar la teoria de la particula escalada para mezclas HR-HR, HDR-
HDR o HR-HDR. Las expresiones del drea excluida V", (A, ¢12) necesarias para tratar estas mez-

clas se pueden consultar en (7.26), teniendo en cuenta que las dimensiones de la especie 2 estan

escaladas en un factor A, es decir ALy, Aoy.

7.3.1. Funcién de distribucién angular

Para la minimizacién del funcional hemos parametrizado la funcién de distribuciéon angular 3

como:

eAE}) cos 2¢+A,<,2) cos 4¢

fv(‘P) =

_ ‘ 7.43
S dgrent cos2p A costg -

3En los anélisis de bifurcacién que mencionaremos mds adelante se ha realizado una expansién de Fourier en lugar de
la parametrizacién. En el caso de las lineas espinodales ambos tratamientos coinciden. Un camino analogo al tomado
en las referencias [242, 258].
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(a) %0 Q (b) EQ:HJDDQ (C)H UDBDDH

7800 L2i olph
I %%0 Eﬂﬂgﬁz UBDUU “UDD

FiGura 7.8.: Un sistema de rectangulos duros en (a) su fase is6tropa, (b) fase nemadtica tetratica y (c) en fase
nemadtica uniaxial.

f asi definida cumple con el requerimiento de normalizacién fozn dpf = 1y con la simetria
cabeza-cola de las particulas, f(¢) = f(¢ + 7).

La figura 7.8 muestra esquemédticamente las distintas fases que podemos tratar con esta pa-
(k)

rametrizacion: (a) isétropo, (b) nemaético tetratico y (c) nemadtico uniaxial. Los parametros A,
tienen en cuenta la simetria orientacional de la especie v, ya sea uniaxial (k = 1) o tetratica

(k = 2). Aunque podriamos utilizar Al(,k) como pardmetros de orden, vamos a usar en su lugar
los pardmetros qsk) definidos como:
(k) 27
2 = [ dgf(g)cos(2kp), k=12, (7.44)
0

que son proporcionales a los coeficientes de Fourier de la expansién de f(¢) y se conocen como
parémetro de orden uniaxial 4(!) y pardmetro de orden tetratico g(?). En la tabla 7.1 se resumen
los valores que pueden adoptar segtn la fase en la que nos encontremos. Para encontrar el estado
de equilibrio de la mezcla minimizamos la energia libre de Gibbs con respecto a los pardmetros
A,(,k) (4 en total) para una presiéon P y composicion fija x. Repitiendo el procedimiento para todo
el rango de composiciones podemos localizar las binodales del sistema a una presién fija. Para
ello usamos el método de la tangente comtn que vimos en la seccién 7.2.2. Barriendo en todo
el rango de presiones se consigue el diagrama de fases completo. La minimizacién de la energia
libre de Gibbs se ha llevado a cabo siguiendo el método estandar Newton-Raphson.

El hecho de parametrizar la funcién de distribucién angular es una aproximacién que introduce
cambios en los resultados respecto al cdlculo exacto. En lo concerniente al calculo de los puntos

de bifurcacién y las espinodales, la parametrizacién no tiene ningtin impacto, pues los primeros

Fase AL AR) q(l) q(Z)
Isétropo, I 0 0 0 0

Nematico uniaxial, N, >0 >0 >0 >0

Nematico tetratico, N; 0 >0 0 >0

TaBLa 7.1.: Valores posibles de los parametros variacionales AK) y los parémetros de orden g(¥) en las
distintas fases tratadas.
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términos en Agk) de la expansién de f:
_ 1 (1 (2) 2
fu(p) = = (1+ Ay’ cos2¢ + Ay’ cos4p) +O(Ay) (7.45)

aparecen como términos cuadraticos en la energia y son tratados de forma exacta. Por el con-
trario, las binodales y puntos tricriticos si se ven afectados por la parametrizacién, ya que su
localizacién depende de términos de orden superior. Para ver hasta qué punto se ven afectados
hemos testado la aproximacién realizando célculos puntuales con términos adicionales en la pa-
rametrizacién, cos6¢ y cos8¢. Las diferencias encontradas en la posicién de las binodales son
muy pequefias. Por otro lado, los puntos tricriticos se han obtenido por medio de un analisis de
bifurcacién teniendo en cuenta los términos cudrticos de la expansién de la energia de Gibbs en
Ag,k) (se pueden ver los detalles en la referencia [259]). Si bien en este caso las diferencias son algo
mayores, no llegan a ser importantes y podemos estar seguros de que el hecho de haber usado
la parametrizacion dada por (7.43) apenas tiene relevancia en los resultados que mostramos a

continuacion.

7.4. Resultados

Las siguientes consideraciones afectan a todos los diagramas de fases expuestos de aqui en ade-

lante:

e Presentamos los diagramas de fases en el plano presién escalada Pv;/kT frente a la com-
posicién de la especie 1, x1. Por comodidad omitimos el subindice 1. La fraccién molar de
la especie 2 es por tanto x, = 1 — x1. En cuanto a v; se refiere al volumen molecular de la

especie 1.

* Las regiones sombreadas son zonas donde se produce la segregacién de fases. La binodal

encierra estas regiones y se representa por una linea continua.
¢ Lineas discontinuas representan lineas criticas.

* Los puntos criticos, tricriticos y demds puntos singulares siguen la simbologia de la figura

7.4; no obstante estan explicados en el pie de cada figura.

e Usaremos los siguientes acrénimos para la geometria de las particulas: HD para discos
duros, HSQ para cuadrados duros, HDR para discorrectdngulos duros, HR para rectdngulos
duros. Y la siguiente nomenclatura para las fases: I para el isétropo, N, para el nematico

uniaxial y N; para el nemaético tetratico.
e Encima de cada diagrama de fases existe un esquema de las particulas que conforman la
mezcla. Dicho esquema guarda las proporciones relativas correctas.
7.4.1. Sistema monocomponente

Antes de exponer el comportamiento en sistemas binarios vamos a repasar escuetamente los
diagramas de fases de sistemas monocomponentes de rectdngulos y discorrectdngulos en dos
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FiGura 7.9.: Diagrama de fases en el plano fraccién de empaquetamiento # = pv frente a relacién de
aspecto x para un sistema de: (a) discorrectdngulos duros con ¥ = (L + D)/D y (b) rectangulos duros
con k = L/D. Aparecen tres fases: isétropo I, nematico uniaxial N;, y nematico tetratico N;. El encarte
de la grafica (b) muestra un aumento donde se aprecia un punto tricritico (circulo negro) y un punto
critico final (cuadrado blanco).

dimensiones. Los resultados expuestos en esta seccién fueron obtenidos por Martinez-Ratén,
Velasco y Mederos [244] con la teoria de la particula escalada, descrita anteriormente, particulari-
zada a un sistema monocomponente. La tinica diferencia es que en [244] se usa un desarrollo de

Fourier para la funcién de distribucién angular, en lugar de la parametrizacién dada por (7.43).

Discorrectangulos

El diagrama de fases de discorrectdangulos en dos dimensiones se puede ver en la figura 7.9 (a).
Solo aparecen dos fases (uniformes), la is6tropa y la nemadtica uniaxial. Existe una transicién
entre ambas fases que es siempre continua y cuya expresién es analitica (en el marco de la SPT)
[244].

La teorfa de la particula escalada predice que la transicién isétropo-nemadtico uniaxial es con-
tinua en discorrectdngulos y también, como veremos a continuacién, en una regiéon amplia del
diagrama de fases de rectdngulos duros. Sin embargo, en este tipo de sistemas bidimensiona-
les con simetria continua no existe verdadero orden de largo alcance [260, 261] y, en ausencia
de otros efectos, la transicién orientacional parece estar gobernada por un mecanismo de tipo
Kosterlitz-Thouless (KT) [14, 184, 185]. Las teorias de campo medio, como la SPT, no son capaces
de describir este tipo de mecanismos, ya que las fluctuaciones y la dindmica de los defectos
topologicos no son tratados correctamente. Atn asi, no se espera que los efectos tipo KT afecten
en lo que respecta a la segregacion de fases en mezclas bidimensionales. Dicha segregacion tiene
su origen en la ganancia entrépica (cualitativamente bien descrita en la aproximacién de campo
medio) que previsiblemente ha de ser capaz de reemplazar el mecanismo KT.
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Rectidngulos

La figura 7.9 (b) muestra el diagrama de fases de rectdngulos segtin la SPT. Aparecen tres fases
uniformes: isétropa (I), nemética uniaxial (N,) y nematica tetratica (N;) (se puede ver un es-
quema de cada fase en la figura 7.8). La fase tetratica solo es estable para relaciones de aspecto
pequetias, k < 2.21. Para estos valores de x encontramos una transicién I — N;, al aumentar la
densidad, que es siempre continua. Si seguimos aumentando la densidad aparece una segunda
transicion entre dos nemdticos, N} — Ny, que es continua para 1 < « < 1.94 y de primer orden
para 1.94 < x < 2.21. Para valores de x > 2.21 solo encontramos una transicién I — N, que es
de primer orden hasta ¥ = 5.44 y continua para relaciones de aspecto mayores. Existen por tanto
dos puntos tricriticos en x = 5.44 y x = 1.94 y un punto critico final en ¥ = 2.21.

La estabilidad termodindmica de la fase tetratica respecto a otros estados con orden posicional
es una cuestion abierta. Andlisis de bifurcacién [244] y la inclusién de las correlaciones a tres
cuerpos [258] no han sido suficientes para dar una respuesta definitiva, si bien las simulaciones
[262, 258, 263] y los experimentos [264, 265] disponibles parecen indicar que el orden tetratico es
estable en una regién intermedia entre el isétropo y el sélido. Otras cuestiones, como las relativas
a la maxima relacién de aspecto para la cual sobrevive una fase tetrdtica o la naturaleza de las
transiciones I — N; y N} — N, también contindan sin una respuesta definitiva. Es previsible que
los efectos de clustering, que parecen muy importantes a la vista de las configuraciones obtenidas
en simulaciones, pero que no estdn contemplados en la teorfa presente, jueguen un papel crucial
en la estabilidad de la fase tetrética.

Uno de los puntos interesantes del presente trabajo es comprender cémo se ve afectado el
orden tetratico en las distintas mezclas, donde el otro componente puede o no favorecer el orden

tetratico.

7.4.2. Mezcla de cuadrados

Hasta la fecha existen muy pocos trabajos sobre mezclas de cuadrados duros. Dijkstra et al.
en 1994 realizaron simulaciones Monte Carlo en una red de cuadrados duros paralelos [266]
y encontraron que la mezcla era estable cuando las fracciones de empaquetamiento eran pare-
cidas. No obstante solo estudiaron el caso donde el cociente entre los lados de ambas especies
es L1/Ly = 3. Cuesta [229] en 1996 estudi6 el sistema de cuadrados duros paralelos haciendo
uso de la aproximacién de Rosenfeld de la teoria de medidas fundamentales y tampoco encontré
separacion de fases. Buhot y Krauth [267] en 1999 si observaron claros indicios de una separaciéon
de fases (fluido-s6lido) mediante simulaciones Monte Carlo (también con las orientaciones para-
lelas) cuando la relacién de aspecto de ambas especies es suficientemente grande. Sin embargo,
la supresién de los grados de libertad orientacionales (llevada a cabo en los trabajos menciona-
dos) puede ser una aproximacién demasiado fuerte, ya que la ganancia de entropia orientacional
puede jugar un papel decisivo en la separacién de fases. Por ello hemos estudiado la mezcla de
cuadrados libremente rotantes dentro de la SPT.

En la figura 7.10 se puede ver el diagrama de fases de una mezcla HSQ/HS* con un cociente

“En todos los diagramas se ha representado un esquema a escala de las particulas que componen la mezcla. Estd
situado justo encima de cada gréfica, a la izquierda la componente 2 de la mezcla (x; =0 — xp = 1) y a la derecha la
componente 1.
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entre los lados de ambas especies de L /Ly = 10. En el sistema monocomponente ambas especies
muestran una transicion I — N; (el nematico uniaxial no es posible por la topologia de las particu-
las) continua (segtn la aproximacién SPT). En la mezcla existe una segregacion entre una fase
isétropa y otra tetrdtica o bien entre dos fases tetraticas de diferente composicion. La zona de
separacion de fases es una regién cerrada delimitada por un punto critico inferior y otro superior.
Para presiones por debajo (encima) del punto critico inferior (superior) el sistema es completa-
mente miscible. La transicién I — N; del sistema monocomponente se extiende en la mezcla a lo
largo de una linea que intercepta la regién de separacion de fases en dos puntos criticos finales
(ver el encarte de la figura 7.10). La separaciéon de fases ocurre para valores de x (composicion
de los cuadrados grandes) relativamente pequefios, algo que era de esperar si tenemos en cuenta
la diferencia en el volumen, area en realidad, de las dos especies (v1/v, = 100) y pensamos que
la segregacion de fases ocurre cuando el volumen estd compartido por ambas especies a partes

iguales (aproximadamente, por supuesto).

A la vista de los resultados y teniendo en cuenta los trabajos previos en sistemas de cuadrados
paralelos, parece claro que los grados de libertad orientacionales juegan un papel clave en la
separacién de fases de este sistema. Un andlisis de los diferentes términos de nuestro funcional
muestra que la segregacion N; — N; a presiones pequetias es el resultado del balance entre la
entropia de mezcla y la ganancia en volumen accesible del sistema segregado. El término de en-
tropia rotacional es convexo para todo el rango de composiciones y por lo tanto favorece que el
sistema se mezcle. Sin embargo, a presiones altas la entropia rotacional juega el papel contrario,
favoreciendo la separacion de fases (el término de entropia rotacional en funcién de la composi-
cién es concavo). La ganancia en entropia rotacional de los cuadrados pequefios es la responsable
de que la balanza se incline hacia la segregacién. El que sea la ganancia de entropia orientacional
el mecanismo subyacente en la separacion de fases resulta llamativo. Vroege y Lekkerkerker lle-
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garon a la misma conclusién en la segregacién entre dos nematicos de una mezcla de varillas
duras en tres dimensiones [268]. Unos afios més tarde Roij y Mulder confirmaron el mismo esce-
nario [269].

Otro punto interesante es por qué la mezcla se vuelve otra vez estable si seguimos aumentando
la densidad. En otras palabras, por qué aparece un punto critico superior. La intuicién sugiere
que al aumentar la presién, acercaindonos al limite de empaquetamiento maximo, el sistema se
ordena cada vez mas y la entropia rotacional satura, de forma que no puede seguir compitiendo
con la entropia de mezcla. En este limite no se espera segregacién alguna (lo cual es compatible
con los estudios previos en cuadrados paralelos [229]). Es lo que encontramos en nuestro sistema:
por encima del punto critico superior no hay separacién de fases.

Los puntos criticos superior e inferior delimitan una regién cerrada de inmiscibilidad. Birshtein
et al. [270] encontraron también un punto critico superior en una mezcla en tres dimensiones de
varillas duras usando la aproximacién de Onsager; sin embargo Vroege y Lekkerkerker [268]
en el mismo sistema no hallaron evidencia de tal comportamiento. Parece que en ese sistema y
dentro de la aproximacién de Onsager, la existencia del punto critico superior es un resultado
espurio consecuencia de la parametrizacion de la funcién de distribucién angular [269]. DuBois
y Perera [232] estudiaron mezclas de esferocilindros y elipsoides en tres dimensiones haciendo
uso de un funcional construido a partir de una aproximacién a la funcién de correlacién directa.
En sus cdlculos también encuentran regiones cerradas de inmiscibilidad. Lo sorprendente de este
caso es que el estudio se limita a cuerpos duros paralelos y por tanto la entropia rotacional no
juegan ningtin papel. Para dar una respuesta definitiva a la estabilidad de este tipo de regiones y
a su origen es necesario contar con una teorfa que incluya también una descripcién de fases con
orden espacial, ya que pueden jugar un papel determinante.
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Ficura 7.12.: (b-d) Energfa de Gibbs por particula (unidades arbitrarias) en las cercanias de un punto
critico final. (a) Ampliacién del diagrama de fases de la figura 7.10. Las lineas punteadas horizontales
muestran los valores de la presién para los cuales hemos representado la energia de Gibbs por particula:
(b) para una presién p; por debajo del punto critico final; (c) para la presién del punto critico final py;
(c) a una presién por encima del punto critico final p3. Circulos negros indican la coexistencia entre dos
fases (binodal), construida a partir de la tangente comun (lineas punteadas). Circulos vacios indican el
punto donde la rama tetratica (Iinea continua en (b),(c) y (d)) bifurca de la isétropa (linea discontinua).

El cuadrado es el punto critico final.

Para concluir con la descripciéon de la mezcla de cuadrados, nos preguntamos qué ocurre
al hacer las dos especies cada vez mds parecidas. La isla de inmiscibilidad se hace cada vez
més pequefia y termina por desaparecer, quedando entonces tinicamente la linea de la transi-
cién continua I — N; que recorre todo el rango de composiciones. La SPT predice que la sepa-
racién de fases desaparece cuando el cociente entre los lados es menor que 4 [259]. En la figura
7.11 se puede ver el diagrama de fases para una mezcla HSQ/HSQ con relaciéon entre lados de
L1/Ly = 4.6, proxima a la desaparicién de la isla de inmiscibilidad. Se aprecia que los puntos
criticos finales se han transformado en puntos tricriticos y como se ha perdido el punto critico

superior (también desaparece el inferior cuando disminuimos mads el cociente L, /Ly).

Los diagramas de fases de mezclas presentan una rica fenomenologia que no suele aparecer en
sistemas puros. Se trata de la presencia de puntos especiales ya mencionados anteriormente. A
lo largo de la presentacion de los distintos diagramas de fases iremos viendo la topologia de la
energia de Gibbs en algunos de estos puntos especiales. Para comenzar, hemos elegido las proxi-
midades de un punto critico final (CEP, acrénimo de critical end point) en la mezcla de cuadrados
con L /Ly = 10 con objeto de ilustrar las propiedades de estos puntos. En este caso hay dos CEP,
uno superior (x; = 8 x 107>, Pv,/kT = 49.38) y otro inferior (x; = 0.012, Pv,/kT = 13.86).
Vamos a centrarnos en el CEP inferior. De aqui en adelante las coordenadas de puntos criticos
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finales y tricriticos que se proporcionaran son el resultado de un riguroso analisis de bifurcacién
de la energfa libre, y pueden por tanto no coincidir con los obtenidos mediante la minimizacién
variacional del funcional. Los detalles se pueden ver en la referencia [259].

En un CEP coexiste una fase critica con otra que no lo es. En este caso una fase critica (I —
N}) coexiste con otra fase tetrdtica N?. Se puede ver la energia de Gibbs por particula en las
proximidades del CEP en la figura 7.12. En (a) vemos una ampliacién del diagrama de fases
(plano presién frente a composicién) con unas lineas horizontales punteadas que marcan las
presiones a las que hemos representado la energfa de Gibbs por particula, g:

¢ Fig. 7.12 (b) P = pl. Presion por debajo del CEP. Para valores de x pequefios tenemos una
fase is6tropa (linea discontinua) estable de la que bifurca una rama tetratica (linea continua).
El punto de bifurcacién estd marcado por un circulo vacio en (a) y (b). En la rama tetrética

se produce una separacioén de fases con dos tetraticos que coexisten (circulos negros en (a)

y (b))

¢ Fig. 7.12 (c) P = p2. Presion del CEP. El punto donde la fase tetratica bifurca de la isétropa
coincide con la coexistencia entre las dos fases tetraticas. Coexisten por tanto una fase critica

I — N; (cuadrado blanco) con otra fase tetratica (circulo negro).

¢ Fig. 7.12 (d) P = p3. Presién por encima del CEP. La bifurcacién de la fase tetrética (circulo
blanco) tiene lugar en una zona de metaestabilidad termodindmica, en la regién compren-
dida entre la coexistencia de una fase is6tropa y una tetratica (circulos negros).

7.4.3. Mezcla de cuadrados y discos

En la figura 7.13 se muestra el diagrama de fases para un mezcla de cuadrados y discos duros.
En el sistema puro los cuadrados son los tinicos que tienen una transiciéon entre dos fases fluidas,
is6tropo-tetratico, que es continua. La relacién entre el lado del cuadrado y el didmetro del disco
es la unidad (la relacién entre las dreas es v,/v; =~ 0.79) y por lo tanto es la geometria de las
particulas el factor mas determinante.

A presiones altas existe una separacién de fases is6tropa-tetrdtica muy fuerte; estd represen-
tada esquematicamente en el apartado (a) de la figura. Conforme disminuimos la presién se
va debilitando hasta llegar a ser continua para presiones por debajo de la del punto tricritico
(circulo negro en la figura). A partir de ahi la mezcla es estable, bien sea formando un estado
isétropo (representado esquemaéticamente en el apartado (b) de la figura) o un tetrdtico. Dicho
orden tetratico, que exhiben los cuadrados en el sistema puro, persiste en la mezcla hasta com-
posiciones con x ~ 0.5. La cladsica competicién entre la entropia de mezcla y la ganancia en

volumen accesible es la responsable de la segregacion en esta mezcla.

Un andlisis de bifurcacién muestra que el punto tricritico (TCP, de tricritical point) de esta
mezcla estd situado en x; = 0.57 , Pvy/kT = 131.95. Veamos la topologia de la energfa de Gibbs
por particula en las cercanias del TCP; estd presentada en la figura 7.14. En (a) se presenta una
ampliacién del diagrama de fases de estd mezcla. Las lineas horizontales indican las presiones

para las cuales estd representada la energia de Gibbs por particula, g:
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Ficura 7.13.: A la izquierda el diagrama de fases de una mezcla HSQ/HD en el plano presion escalada,
Pvy /kT frente a composicién, x = x1, donde v; es el volumen (drea) de los cuadrados v; = L%. Las
dimensiones estdn escogidas de forma que el lado del cuadrado sea idéntico al didmetro del disco. El
circulo negro indica la existencia de un punto tricritico. A la derecha una representacién esquematica
del aspecto del sistema para x ~ 0.5 y a una presién por encima del punto tricritico (a) y por debajo

(b).

e Fig. 7.14 (b), (c) y (d) P = p1, p2, p3. Presiones por encima de la del TCP. La linea a trazos es
la rama del isétropo y la continua la rama tetratica. El punto donde el tetratico bifurca del
is6tropo estd indicado por un circulo blanco. A estas presiones, la bifurcacién se produce
siempre en una regién de no estabilidad, encerrada por los puntos que forman la binodal
(donde coexisten un I y un N;). Estos se obtienen con la construccién de la tangente comin
(indicada por una linea de puntos) y estdn marcados en la figura por circulos negros. Nétese
como al acercarnos al TCP (de p1 a p3) se va estrechando la separacién entre los puntos de

la binodal, asi como la separacién entre el punto de bifurcacién y los puntos de la binodal.

* Fig. 7.14 (e) P = p4. Presion del TCP. La distancia entre los puntos de la binodal se hace
cero (colapsan) justo en el punto donde la rama tetratica bifurca de la isétropa. El TCP esta

marcado por un circulo negro grande.

e Fig. 7.14 (f) P = p5. Para presiones por debajo del TCP sobrevive tinicamente la transicién
continua I — N;. En la figura vemos el punto donde el tetratrico bifurca de la rama del

isétropo (marcado por un circulo vacio).
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Ficura 7.14.: (b-f) Energia de Gibbs por particula (unidades arbitrarias) en las cercanfas de un punto tri-
critico (TCP). (a) Ampliacién del diagrama de fases de la figura 7.13. Las lineas punteadas horizontales
muestran los valores de la presion para los cuales hemos representado la energia de Gibbs por particula:
(b),(c) y (d) para presiones por encima del TCP; (e) para la presién del TCP; (f) a una presién por debajo
del TCP. Circulos negros pequefios indican la coexistencia entre dos fases (binodal), construida a partir
de la tangente comun (linea punteada). Circulos vacios indican el punto donde la rama tetratica (linea

continua) bifurca de la is6tropa (linea discontinua). El circulo negro grande es el TCP.

7.4.4. Mezcla de rectingulos y discorrectaingulos

Las mezclas cruzadas, entre particulas con diferente geometria, resultan de gran utilidad para
entender la influencia que la geometrfa de las particulas tiene sobre el diagrama de fases. En
particular estamos interesados aqui en comprender cémo la inclusién de discorrectdngulos deses-
tabiliza la fase tetratica de los rectdngulos.

Para resaltar los efectos de la geometria de las particulas, vamos a tratar primero la mezcla
HR/HDR con igual relacién de aspecto (k; = x; = 2) e igual drea (207). El diagrama de fases
de esta mezcla se puede ver en la figura 7.15. Para presiones elevadas hay una fuerte segrega-
cién entre dos fases nemadticas uniaxiales. Esta segregacion N, — N, es un efecto de la distinta
geometria, ya que cada una de las especies empaqueta mejor por separado (debido a las esquinas
redondeadas de los HDR) y la ganancia en volumen accesible provoca la segregacién para pre-
siones suficientemente altas. Al disminuir el empaquetamiento (bajar la presion), la segregacion
es cada vez menor hasta que el sistema se hace completamente miscible para presiones por debajo
de la del punto critico inferior (circulo blanco en la figura). Seguidamente, tenemos un rango de
presiones donde el sistema es completamente miscible. En esta zona (donde el empaquetamiento
es menor) la ganancia en volumen accesible del sistema segregado no compensa la pérdida de
entropfa de mezcla y no se produce separacién de fases. Si seguimos disminuyendo la presién

nos encontramos con un comportamiento de tipo azeotrépico. Un circulo gris en la figura marca
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el punto azeotrépico, que tiene asociado un pequefio rango de presiones donde existe una transi-
cién reentrante N, — I — N, segtin variamos la composicién de la mezcla. Ademds, encontramos
un punto tricritico (circulo negro) que separa una regioén donde la transicién I — N, es continua
(linea a trazos), de otra donde es de primer orden.

En cuanto a la fase tetratica, existe solo una pequefia zona donde es estable. Dicha regién
estd separada de la fase uniaxial por una transicién de primer orden y de la fase isétropa por
una transicién continua que termina por coexistir en un punto critico final con la fase uniaxial
(cuadrado en la figura). La estabilidad del tetratico, que ya de por si es pequefia en el sistema
puro, se ve fuertemente debilitada en la mezcla. Solamente hace falta una proporcién de HDR
superior al 20% para destruir el orden tetrdtico de la mezcla, un valor pequefio si tenemos en
cuenta que ambos componentes tienen el mismo volumen.

Una forma de aumentar la estabilidad del tetratico es disminuir la relacién de aspecto de los
HR. Conseguimos asi aumentar el rango de presiones donde la fase tetrdtica es estable en el
sistema puro, y es esperable que en la mezcla ocurra algo similar. En la figura 7.16 se muestra el
diagrama de fases de una mezcla similar a la anterior, en la que hemos disminuido la longitud
de los HR de 2 a 1.5 manteniendo el ancho constante ¢y = 1 (el drea de los HR ha disminuido
por tanto en un 25%).

Se aprecia como el rango de estabilidad de la fase tetrdtica ha aumentado tanto en presiones
como en composiciones. Dicho aumento cobra mds significado si pensamos que la fraccién de
volumen ocupada por los HR es ahora menor, pues hemos disminuido su drea en un 25%. Por lo
demds, el diagrama de fases es esencialmente el mismo que en la mezcla anterior, salvo porque el
punto critico final pasa a ser un punto tricritico y por la aparicién de un punto triple (I — N, — Ny).
En la figura se puede ver la presién del punto triple marcada por un tridngulo.

Otra posibilidad para que la regién donde el tetrético es estable aumente es acortar la relacion
de aspecto del HDR. Conseguimos asi que la fraccién de volumen ocupada por la componente
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Ficura 7.16: Diagrama de fases de una mez-
cla HR/HDR en el plano presién es-
calada Pv;/kT frente a composicion.
Los pardametros son: rectangulos x; =
1.5, 04 = 1; discorrectdngulos x, = 2
y mismo area que un rectidngulo con
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1. El diagrama de fases presenta un

punto critico (circulo blanco), un punto

azeotrépico (circulo gris) y dos puntos 0

tricriticos (circulos negros). X

que no tienen fase tetrdtica disminuya. En la figura 7.17 se puede ver el diagrama de fases de
una mezcla de HR con ¥ = 2,0 = 1y HDR con « = 1.5 y misma drea que un HR con esa relacién
de aspecto y ¢ = 1. Hay una fuerte separacién de fases I — N, para presiones por encima de
la transicion N; — N, que los HR experimentan en el sistema monocomponente. Si seguimos au-
mentando la presién (no se muestra en la figura), la separacién pasa a ser entre dos nematicos
uniaxiales (una vez tiene lugar la transicién I — N, en el sistema de HDR). Se puede entender
el diagrama como una continuacién del mostrado en la figura 7.15 donde las dos regiones de

150

Ficura 7.17: Diagrama de fases de una mez-
cla HR/HDR en el plano presién es-
calada Pvy/kT frente a composicién.

Los pardmetros son: rectingulos x; = 50

2, 01 = 1; discorrectangulos x, = 1.5
y mismo 4rea que un rectdngulo con

esa misma relacion de aspectoy o =1 .

Aparece un punto critico final, indicado 0

en la figura por un cuadrado. X
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FiGura 7.18.: Energia de Gibbs por particula (unidades arbitrarias) en las cercanias de un punto azeotrépico
(AP, de azeotropic point). (a) Ampliaciéon del diagrama de fases de la figura 7.16. Las lineas punteadas
horizontales muestran los valores de la presion para los cuales hemos representado la energia de Gibbs
por particula: (b) a una presién p; por debajo del AP; (c) a la presion del AP py; (d) a una presién p3 por
encima del AP. Circulos negros pequefios indican la coexistencia entre dos fases (binodal), construida

a partir de la tangente comtin (linea punteada). El circulo gris grande es el AP.

inmiscibilidad han colapsado. Con respecto a la fase tetratica, se aprecia un incremento de su
estabilidad, especialmente en el rango de composiciones.

Sigamos ahora el andlisis de las ramas de energia en determinados puntos especiales, en con-
creto en el punto azeotrépico (AP) de la figura 7.16 (x = 0.51 , Pvy/kT = 143.1). La topologia
de la energia de Gibbs en las cercanias de este punto se puede ver en la figura 7.18. En el panel
(a) se presenta una ampliacién de la zona con unas lineas punteadas horizontales que indican la
presiéon para la que hemos representado la energia de Gibbs por particula, g:

¢ Fig. 7.18 (b) P = pl. Presién por debajo de la del AP. La linea continua es la rama del
nematico uniaxial y la linea a trazos la del is6tropo. Los puntos negros marcan la coexisten-
cia entre fases, construida a partir de la tangente comun (linea punteada). En esta regién se
produce una transicién reentrante N, — I — N;, al aumentar la composicién de una de las

especies.

e Fig. 7.18 (c) P = p2. Presién del AP. En un AP una rama metaestable (en este caso la
rama del isétropo) toca tangencialmente a una rama estable (nemético uniaxial). E1 AP
estd marcado en la figura por un circulo gris. Si nos situamos a la composicién del AP
y vamos aumentando la presién, el sistema sufre una transicién I — N,, de primer orden

(manteniendo x constante).

* Fig. 7.18 (d) P = p3. Presién por encima de la del AP. Al aumentar un poco la presién el
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sistema se vuelve completamente miscible. La fase is6tropa tiene méas energia para cualquier

composicion de la mezcla.

7.4.5. Mezcla de rectangulos

Un sistema monocomponente de rectdngulos duros se puede clasificar atendiendo a las fases que
presenta al variar la fraccién de empaquetamiento: I, Ny y N;, o solamente I y N;,. Hemos tratado
las posibles combinaciones: (i) Ninguno de los componentes tiene simetria tetrética; (ii) Los dos
componentes tienen una fase con simetria tetratica; (iii) Uno de los componentes presenta una
fase tetratica y el otro no. En todos los casos la anchura de las particulas es la misma, y hemos

variado tnicamente la longitud.

(i) Ambas especies sin fase tetratica

En la figura 7.19 se puede ver el diagrama de fases para la mezcla de rectdngulos duros con
k1 = 10y ko = 5 (igual ancho). Ambos tienen en el sistema puro una tnica transicién I — N,, que
es continua para x; y de primer orden para «y. A presiones altas, la mezcla presenta una regiéon
de separacion de fases N, — N, que termina en un punto critico. Le sigue una zona de estabilidad
de fases donde la mezcla es miscible a cualquier composicién. Esta region se extiende hasta que
aparece la transicién orientacional I — N;,. En mezclas ricas en la especie 1 la transiciéon I — N;, es
continua y pasa a ser de primer orden para mezclas donde la especie 2 es mayoritaria. Un punto
tricritico (circulo negro) separa ambas regiones. Sus coordenadas son x = 0.35, Pv;/kT = 4.07.
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Ficura 7.20.: (izquierda) Diagrama de fases de una mezcla HR/HR en el plano presién escalada Pv; /kT
frente a composicién. El ancho de ambas especies es el mismo y la relacién de aspecto es k1 = 2y
xp = 1.5. Existe una transicién continua I — N; y otra de primer orden N; — N,;, ambas presentes para
cualquier composicién. (derecha) Esquema de la configuracion de las particulas en esta mezcla para
una composicién x /2 0.5 y a una presiéon donde la fase estable es: (a) isétropo, (b) nematico tetratico,

(c) nematico uniaxial.

(ii) Ambas especies con fase tetratica

La figura 7.20 (izquierda) muestra el diagrama de fases de una mezcla de rectangulos duros
donde x; = 2y x, = 1.5 (igual ancho). Las dos especies muestran una transicién I — N; y
Nt — N, en el sistema puro. En principio deberia de ser una de las mezclas mds interesantes,
pero debido a la similitud entre ambas especies (la fase tetratica es estable en un rango de x muy
pequefio) el diagrama resultante es muy simple. La mezcla es estable para cualquier presion,
salvo una pequefa regién de separacion de fases Ny — N, que esta presente en todo el rango de
composiciones. Para todo el rango de composiciones la transicién Ny — Ny, es de primer orden y
la I — N; de segundo.

En la misma figura (a la derecha) se puede ver una representacioén esquematica de la configu-
racién que adoptan las particulas en esta mezcla. Se han representado los tres estados: isétropo
(a), nemadtico tetratico (b) y nemaético uniaxial (c), que se van estabilizando conforme aumentamos
la presion.

Resulta interesante comparar el diagrama de fases de esta mezcla con los de las figuras 7.16 y
7.17. En ambos casos uno de los HR se ha sustituido por su equivalente HDR (con misma relaciéon
de aspecto e igual area). Los diagramas resultantes son completamente distintos, poniendo de
manifiesto la importancia que tiene la geometria de las particulas.
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(iii) Solo una especie con fase tetratica

Las dltimas mezclas que hemos estudiado son dos HR donde solo una de las especies posee
fase tetratica. Los diagramas de fases se pueden ver en la figura 7.21 (a-c). Hemos tratado tres
mezclas, manteniendo fija la especie con orden tetrdtico x; = 2 y variando el otro componente:
(@)1 =4;(b) k1 =46y (c) k1 =5.

Empecemos analizando la mezcla (a). A presiones altas existe una regién de separacién de
fases N, — N,, que termina en un punto critico inferior. Otra regién de separacién de fases aparece
para presiones mas pequefias, en este caso asociada a la transicién de primer orden I — N,,. Este
diagrama es topolégicamente equivalente ° al que vimos en la mezcla de rectdngulos duros de
la figura 7.19. En ambos casos hay un factor dos en el cociente entre relaciones de aspecto de las
componentes de la mezcla.

En el caso (b) vemos el diagrama de fases que resulta al aumentar la longitud de la especie sin
orden tetratico; para ello hemos fijado x; = 4.6. Las interacciones entre ambas componentes son
aun mds desfavorables y esto provoca un crecimiento de la regién de separacién de fases. Dicho
crecimiento es especialmente relevante en la zona de presiones altas, pero también se da en la
region I — N,. Hemos esquematizado las distintas fases de esta mezcla en la figura 7.21 (d-f).
Ademads del aumento de la region inestable frente a la separaciéon de fases, aparece un punto
critico superior asociado a una regién de segregacion N, — N,,. Esta fenomenologia, dos regiones
de segregacion N — N separadas por un punto critico inferior y otro superior, también se ha
encontrado en tres dimensiones. Concretamente en mezclas de esferocilindros duros de igual
longitud y distinta anchura [271]. En nuestro caso es para particulas de igual anchura y diferente
longitud.

La dltima de las mezclas representadas, apartado (c), corresponde a aumentar todavia un
poco més la diferencia entre las dos especies haciendo x; = 5. Las dos regiones donde habia
segregacion se unen, dando lugar a una zona muy amplia de inestabilidad frente a la separacién
de fases. Resulta notable que pequefios cambios en la geometria de uno de los componentes de
la mezcla tienen efectos drasticos en la estabilidad de la misma: pasar de (a) a (c) supone variar
la longitud de una de las especies en solo un 20%.

Un analisis de los distintos términos entrépicos muestra que en este tipo de mezclas la segre-
gacioén se produce por las interacciones desfavorables de volumen excluido entre las distintas
especies asi como por la ganancia de entropia rotacional. Esta dltima contribucién es determi-
nante, por ejemplo, en la regién de separaciéon de fases N, — N, con un punto critico superior
de la mezcla (b). Segtin vamos aumentando la presion, es la interaccién de volumen excluido el
término que cobra maés relevancia. Presumiblemente esto es debido a la saturacién de los grados

de libertad orientacionales cuando el empaquetamiento es elevado.

En el andlisis anterior no hemos hecho referencia a la fase tetrdtica. La region en la que es
estable es tan pequefia que no se aprecia a simple vista. En los apartados (g-i) de la figura 7.21
se muestra un aumento de la zona de estabilidad del tetratico. Se trata de una regién limitada

superiormente por la transicién de primer orden Ny — N, e inferiormente por la transicién con-

5La naturaleza de la transicién I — N, difiere en un rango de composiciones.
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F1Gura 7.21.: (a-c) Diagramas de fases de mezclas HR/HR en el plano presién escalada Pv,/kT frente a
la composicién. La especie 2 tiene una anchura ¢ y una relacién de aspecto x; = 2. La especie 1
tiene el mismo ancho ¢ y una relacién de aspecto: (a) k1 = 4, (b) x¥; = 4.6 y (c) x; = 5. Los circulos
vacios son puntos criticos. (e-g) Esquema de fases para la mezcla x; = 4.6 y xp = 2 (apartado (b)).
En (d) se produce una segregacién entre un I donde predominan las particulas de la especie 2 y un
Ny, con mayoria de la especie 1. (e) Para una presién donde la mezcla es estable y forma una fase
Nyu. (f) A presiones mas altas se produce una segregacién N, — Ny, con diferente composicién de cada
especie. (g-i) Ampliacién de los diagramas de fases en la region de estabilidad de la fase tetrdtica. Los
cuadrados vacios marcan la posicién de puntos criticos finales. En (c) un tridngulo marca la presién y
la composicién de la fase Ny, el punto triple (TP)
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Ficura 7.22.: Energia de Gibbs por particula (unidades arbitrarias) en el punto triple (TP) de la mezcla de
la figura 7.21 (i). La linea a trazos es la rama del tetratico y la continua la del nemético uniaxial. Los
puntos negros indican los valores de la composicién para los que coexisten las tres fases Ny — N, — Ny,
obtenidos a partir de la tangente comtin que esté representada por una linea punteada. El circulo vacio

simplemente marca la regién que se puede ver ampliada a la izquierda del gréfico.

tinua I — N; que termina en un punto critico final (cuadrados blancos). Como era de esperar se
aprecia una disminucién de las estabilidad del orden tetratico segtiin aumentamos la longitud de

la especie 1. El aumento deja también al descubierto un punto triple Ny — N, — N, en la mezcla

(©).

Vamos a aprovechar este punto triple para terminar el andlisis de la energfa de Gibbs. Se puede
ver en la figura 7.22. Hay dos ramas de energia, la del tetratico (linea a trazos) y la del nemaético
uniaxial (linea continua). Se aprecia como existen tres puntos que comparten la misma tangente

(marcados por circulos negros), dando lugar a un TP.

Es posible que el lector haya echado en falta una seccién dedicada a mezclas del tipo HDR/HDR.
Estos sistemas ya fueron tratados anteriormente usando el mismo modelo tedrico [242]. Cuando
la diferencia entre ambas especies es suficientemente grande se produce una segregacion del
tipo N, — N, a altas presiones, que puede o no conectar con la transicién continua I — N, (un

comportamiento muy parecido al mostrado en la figuras 7.13 y 7.19).

7.5. Resumen y conclusiones

Haciendo uso de la teoria de la particula escalada hemos estudiado el comportamiento de las
fases fluidas en mezclas de cuerpos duros libremente rotantes en dos dimensiones. Parte del
trabajo se ha centrado en mezclas donde uno de los componentes exhibe orden tetrdtico y el otro
no. Se observa como la fase tetratica persiste en la mezcla pero es relativamente facil de destruir,
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salvo si las dos especies son parecidas y/o la fase tetrdtica en el sistema puro es muy estable. Es
posible que la estabilidad de la fase tetratica aumente considerablemente en mezclas de particulas
con igual longitud y distinto ancho. Por ejemplo una mezcla HR/HR con L1 = 207, 01 = logg y
Ly = 203 , 0 = 0.50¢. Esta es una cuestion que queda abierta para futuros trabajos.

Otro punto interesante ha sido el estudio de mezclas de cuadrados duros. Hasta la fecha dicho
sistema se habia tratado en la aproximacién de orientaciones fijas, no habiéndose encontrado
indicios de segregacién entre fases fluidas. Al liberar las orientaciones el sistema se segrega en
dos fases nematicas. Esto pone de manifiesto la importancia que tiene la ganancia de entropia
rotacional para inclinar la balanza hacia la separacion de fases.

Ya vimos en el capitulo anterior que la transicién is6tropo-nemaético en sistemas bidimensio-
nales es generalmente de tipo Kosterlitz-Thouless, en particular hay evidencias de que asi es
en el caso de discorrectdngulos duros. El tratamiento de campo medio de la SPT predice por
el contrario que es una transicion continua de tipo campo medio. En las mezclas, dicha transi-
cién contintia y generalmente termina por convertirse en una transicién de primer orden para
determinados valores de presiéon y composicién de la mezcla. Esta transicién, que implica una
segregacion de fases, se produce por el balance entre las interacciones de volumen excluido, la en-
tropia rotacional y la entropia de mezcla de los distintos componentes. Es razonable pensar que
dichas interacciones en la mezcla son capaces de contrarrestar las fluctuaciones que dan lugar
al mecanismo Kosterlitz-Thouless en el sistema monocomponente y por tanto es previsible que
persista la naturaleza de la transicién. No obstante, son necesarias simulaciones para confirmarlo.

Del parrafo anterior se desprende una conclusion interesante. A pesar de que la naturaleza
de la transicién IN en sistemas monocomponentes de tres y dos dimensiones es diferente, el
mecanismo que gobierna la segregacion de fases en ambos sistemas parece ser el mismo, inde-
pendiente de la dimensionalidad.

Sin duda la continuacién natural de este trabajo es incorporar en la teoria la posibilidad de
que se formen en el sistema fases con orden posicional, tales como esmécticos, columnares o
s6lidos cristalinos. Dichas fases apareceran a determinadas presiones y puede que parte de la fe-
nomenologia encontrada sea metaestable frente a la aparicion de estas nuevas fases no uniformes.
También es posible que exista segregacion entre una fase fluida y otra no uniforme. Para tratar
este tipo de cuestiones es necesario contar con un funcional de la densidad mds sofisticado que
sea capaz de describir correctamente fases con orden posicional. En la literatura existe alguna
propuesta para sistemas monocomponentes [244].

También podria ser interesante estudiar el comportamiento de estos sistemas binarios en con-

tacto con superficies o confinados.
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8. Conclusiones generales

Al final de cada capitulo de resultados se puede encontrar una seccién de conclusiones, por ello

nos limitaremos aqui a resumir tnicamente las mds relevantes.

Transicion isétropo-nematico en un poro plano

Haciendo uso de un funcional de la densidad, basado en una extension de la teoria de Onsager,

hemos estudiado la transiciéon de capilaridad isétropo-nematico en un poro plano.

e La diferencia entre las tensiones superficiales sustrato-nemadtico sy y sustrato-isétropo
7s1 determina que la transicion isétropo-nematico tenga lugar antes (nematizacién capilar,
YsN < ¥s1) o después (isotropizacioén capilar, ysy > ysy) que en volumen cuando el poro
es suficientemente ancho. Para tamarios de poro de unas pocas longitudes moleculares
la interaccién entre ambas superficies se hace notable. Si existe wetting completo dicha
interaccion es constructiva siempre, en el sentido de que favorece el orden orientacional.
En la zona de wetting parcial puede ser constructiva o destructiva (favoreciendo la fase
isétropa). Esto da lugar a situaciones donde la transicién de capilaridad es no monétona
con el ancho del poro: para anchuras pequefias hay nematizacién capilar y para poros

grandes isotropizacién capilar.

* La transicién isétropo-nematico termina en un punto critico que tiene lugar en poros con
H ~ 3 —6(L+ D). La anchura critica crece conforme aumenta la intensidad del anchoring

superficial.

e La transiciéon de prewetting, que tiene lugar cuando la transicién de wetting en el sistema
sustrato-fluido es de primer orden, apenas se ve alterada por el hecho de confinarla, incluso
cuando el poro tiene tamafios de unas pocas longitudes moleculares. La linea de prewetting

muere en la linea de nematizacién capilar.

* La transicién de anchoring que tiene lugar en el sistema sustrato-fluido sobrevive al confi-

namiento y muere en la linea de isotropizacion capilar.

Transicion de capilaridad en una celda hibrida

Trabajar con un modelo molecular libremente rotante nos ha permitido estudiar una celda con

condiciones de anchoring opuesto, comtinmente conocida como celda hibrida.

* La fase escalén, también conocida como fase biaxial, conecta con la fase isétropa de volu-
men. No se trata, como se pensaba, de una nueva fase. Por tanto, la transicién fase escalén-
nemadtico lineal es la clasica transicién de capilaridad is6tropo-nemaético que tiene lugar en
una celda hibrida.
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* Es posible estabilizar una fase con el director uniforme si uno de los sustratos atraviesa
una transicién de anchoring. La fase uniforme sobrevive en poros con tamario del orden de
la longitud molecular y a potenciales quimicos por debajo de la transicién de anchoring en
volumen.

* La interaccién entre las dos superficies es destructiva cuando ambas se encuentran en el
régimen de wetting completo. Esto supone una diferencia importante respecto al sistema

simétrico.

Esmectizacién capilar y layering

Hemos estudiado los efectos que el confinamiento produce sobre la fase esméctica y sobre la tran-
sicion isétropo-esméctico o nemédtico-esméctico. Para ello se ha utilizado un funcional no local

basado en la aproximacién WDA adaptada a sistemas con grados de libertad orientacionales.

* Los efectos de conmensuracién entre la longitud molecular y la anchura del poro hacen
que tengan lugar transiciones de layering en el interior de la cavidad. En estas transiciones
de layering el esméctico gana (pierde) una capa conforme aumentamos (disminuimos) la

anchura del poro.

* Las transiciones de layering conectan, a potenciales quimicos bajos, con la transicién de es-
mectizacién capilar, ya sea esta is6tropo-esméctico o nemaético-esméctico. Dicha transicién
de esmectizacién tiene un comportamiento periédico cuando el ancho del poro es suficien-
temente grande. Esta periodicidad se explica bien teniendo en cuenta la respuesta eldstica
del esméctico a variaciones en su periodo.

¢ La linea de esmectizaciéon capilar no es conexa en todo el rango de anchuras de poro.
Cuando H ~ 100(L + D) se produce una ruptura que divide el diagrama de fases en bolsi-
llos esmécticos no conectados. La tensién superficial fluido-esméctico es, probablemente, el
factor determinante a la hora de conocer dénde tiene lugar dicha ruptura en el diagrama

de fases.

¢ En cada bolsillo esméctico la linea de esmectizacién capilar muere en puntos criticos y va
siendo cada vez mds pequefia conforme reducimos el tamafo del poro. Finalmente termina
por desaparecer cuando H ~ 10(L + D). La respuesta del esméctico a deformaciones en su
periodo parece estar relacionada con esta desaparicién de la esmectizacién capilar y de las

transiciones de layering.

Defectos topolégicos bidimensionales

Mediante un funcional de la densidad, basado en una extensién de la aproximacién de Onsager,
hemos estudiado el comportamiento de un cristal liquido confinado en una cavidad circular
bidimensional. La formaciéon de defectos en su interior nos ha permitido realizar un primer
acercamiento al estudio de las propiedades del niicleo de los defectos con la teorfa del funcional
de la densidad.
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* Existe una transicion de fase de primer orden entre un estado con el director uniforme (es-
table en cavidades pequefias) y otro que contiene dos defectos de carga k = 1/2 separados
por una distancia de equilibrio dy (estable en cavidades grandes).

* dy, la separacion entre defectos, esta relacionada con la transicién de nematizacién dentro de
la cavidad. Cuando el centro de la cavidad permanece en un estado is6tropo, dy es pequeiio.
Al inducir orden orientacional (aumentado el potencial quimico) dy crece rapidamente y
termina saturando en un valor que escala con el radio de la cavidad.

¢ El funcional de la densidad permite estudiar la regién del nticleo del defecto, una zona
donde otros tratamientos como la teoria eldstica o los modelos Landau-de Gennes fallan.
En los tres casos analizados los ntcleos son isétropos y tienen un tamafio del orden de la

longitud molecular.

* La energia libre de los nticleos es proporcional a las constantes eldsticas del sistema. La
constante de proporcionalidad parece estar relacionada con el tipo de deformaciones (splay
o bend) que tienen lugar en la regién del ntcleo.

e A la vista de los resultados, el funcional de la densidad es una técnica apropiada para
el estudio de las propiedades de defectos en cristales liquidos. El rdpido avance de los
procesadores de calculos ha hecho que empiece a ser factible algo que hace pocos afios
parecia impensable.

Mezclas bidimensionales de cuerpos duros anisétropos

El dltimo de los sistemas tratados ha sido una mezcla de cuerpos duros anisétropos bidimensio-

nales (discorrectangulos y rectangulos). Para ello hemos usado la teoria de la particula escalada.

¢ La topologia del diagrama de fases de este tipo de mezclas es muy variada; aparecen puntos
criticos inferiores y superiores, puntos triples, puntos criticos finales, puntos azeotrépicos
y puntos tricriticos.

* Existe separacion de fases isotropo-tetratico y tetratico-tetratico en una mezcla de cuadra-
dos duros libremente rotantes de diferente lado. Para ello, el cociente entre los lados de
ambas especies ha de ser mayor que 4 (segun la teoria de la particula escalada).

* El orden tetratico, estable en el sistema de rectdngulos puros, se destruye facilmente con la

incorporacion de otra especie sin orden tetrético.

¢ Hay tres factores que son cruciales a la hora de determinar la estabilidad de la mezcla
o la segregacién de fases: la entropia de mezcla (favorece la estabilidad de la mezcla), la
ganancia en volumen accesible que se produce cuando se segrega el sistema (favorece por
tanto la separacién de fases) y la entropia rotacional. Este tltimo puede favorecer o no la
segregacion de fases dependiendo del tipo de mezcla y la fraccién de empaquetamiento.

¢ La entropia rotacional es la responsable de la apariciéon de puntos criticos superiores. Si
la fraccién de empaquetamiento es suficientemente grande, la entropia rotacional satura y
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llega un momento en que no puede competir con la entropia de mezcla. Es entonces cuando

la mezcla se vuelve estable! y aparece un punto critico superior.

Lineas futuras de investigacién

También al final de cada capitulo de resultados es posible encontrar los puntos que pueden ser

objeto de un trabajo futuro. De todos ellos destacan tres que hemos comenzado a tratar:

¢ En lo que respecta al layering y la esmectizacion capilar, es necesario liberar los grados de

libertad orientacionales para estudiar qué efecto tiene sobre el diagrama de fases. Nuestros
célculos, todavia en una fase muy preliminar, muestran que estados donde se intercalan
capas con el director perpendicular entre si podrian ser estables para determinados anchos
de poro. También es posible incluir una interaccién cuadrupolar entre las particulas para
estabilizar un esméctico C y estudiar cémo el confinamiento altera la transicion esméctico

A-esméctico C.

La técnica desarrollada para el estudio del cristal liquido confinado en una cavidad circular
es directamente aplicable al tratamiento de otros sistemas, tales como estudiar la interac-
cién entre particulas coloidales en un medio isétropo/nematico o el orden orientacional

alrededor de una de estas particulas coloidales.

En relacion al dltimo capitulo, mezclas bidimensionales de cuerpos duros, es interesante
incorporar en la teoria la posibilidad de que se estabilicen fases con orden posicional:
columnares, esmécticos y sé6lidos. Permitir este tipo de estructuras modificara los diagra-
mas de fases, especialmente en el rango de altas presiones. También dard lugar a nueva

fenomenologia como la segregaciéon entre una fase con orden posicional y otra sin éL

1Siempre que los efectos debidos a la entropia de mezcla sean mds importantes que la ganancia en volumen accesible.
pre q P p q g
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A.1. Parametros de orden orientacionales

En una fase is6tropa las orientaciones moleculares se distribuyen de manera uniforme, no asi
en la fase nemdtica, donde el director define una direccién privilegiada a lo largo de la cual se
orientan en promedio las particulas del cristal liquido. La transicién que tiene lugar entre ambas
fases supone una pérdida de simetria al pasar de la menos ordenada (isétropa) a la mds ordenada
(nemética). Buscamos un pardmetro de orden que nos permita describir el estado orientacional
del sistema, de igual forma que la diferencia en densidades describe la transicion liquido-vapor
o las componentes del vector magnetizacién sirven para estudiar un ferromagneto. La elecciéon
en nuestro caso no es tan evidente como en los ejemplos anteriores y por supuesto tampoco es
Unica.

Supongamos un caso sencillo donde las moléculas son varillas duras. Sea a el vector unitario
que define el eje de simetria de las varillas. Estamos interesados en cuantificar de algtin modo
el orden orientacional en la direccién del director n. Un candidato podria ser el promedio del

producto escalar a - n, es decir:
<a-n>=<cosb >, (A1)

pero debido a la simetria cabeza-cola dicho promedio es nulo. Es necesario promediar el cuadrado,
< cos? 0 > para no distinguir entre las direcciones n y —n. La forma usual de definir el pardmetro
de orden es tal que sea nulo cuando el sistema estd completamente desordenado y valga 1 en

caso contrario. Teniendo esto en cuenta podemos definir el pardmetro de orden S como:
1 2
S:§<3cos 0—1>. (A.2)

S también puede tomar valores negativos, hasta S = —1/2, en cuyo caso las particulas estan per-
fectamente orientadas en una direccién perpendicular al director. S nos dice cémo de ordenado
se encuentra el sistema en la direccién del director, lo cual es 1til en nematicos uniaxiales, pero
no es suficiente en nemaéticos biaxiales, por ejemplo. Supongamos ahora que nuestra molécula
que forma el cristal liquido sigue siendo rigida pero no tiene simetria cilindrica. En tal caso nos
puede interesar saber cémo de ordenado estd cualesquiera de sus ejes moleculares: ¢/, i = 1,2,3
a lo largo de los ejes de un sistema cartesiano x, y, z. Podemos generalizar (A.2) como:

1 ;o
SZ'B = > < 36268‘]5 — 5ij(5a,g >, (A.3)

donde ¢ es la delta de Kronecker, los indices a, B se refieren al sistema de laboratorio y los i, j al

. . o e : .2 : 7
que define los ejes moleculares. El tensor S; /fg es ttil en la descripcién de fases con menor simetria
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como el nematico biaxial.

Una descripcién microscépica del pardmetro de orden como la que acabamos de ver no es
siempre 1til. El caso més claro es el cristal liquido formado por moléculas flexibles, en cuyo caso
deberiamos definir distintos sistemas de referencia a lo largo de la molécula. Es conveniente por
tanto una definicién macroscépica del pardmetro de orden, que no tenga en cuenta los detalles
moleculares. Necesitamos una magnitud medible que responda de manera diferente en las distin-
tas fases. De Gennes [13] escogi6 la respuesta del cristal liquido al aplicarle un campo magnético
H:

Ma = XapHp, (A.4)

siendo a, B las componentes de un sistema cartesiano, M la magnetizacion inducida y x.p el
tensor susceptibilidad magnética (es simétrico). En lo que sigue adoptaremos el convenio de la
sumatoria sobre los indices repetidos. En una fase is6tropa se tiene x4 = Xxdp5. En un nemédtico
uniaxial, el tensor x,p tiene dos autovalores distintos y en una fase nemética biaxial los tres
autovalores son distintos. Por lo tanto el tensor x, nos podria servir como pardmetro de orden.
Si queremos que en el isétropo sea nulo, debemos restarle la contribucién anisétropa

1
Qaﬁ =C <Xu¢/§ - 351)43)(77) ’ (A.5)

siendo C una constante de normalizacién, usualmente escogida para que en un nemético uniaxial
perfectamente alineado la componente de Q a lo largo del director valga 1. En el caso més general
podemos diagonalizar Q de forma que

—3(P—R) 0 0
Qup = 0 ~I(P+R) 0 |. (A.6)
0 0 P

En el isétropo P = R = 0, en un nemético uniaxial P # 0, R = 0 y en una fase biaxial P # 0, R #
0.

Existe una relacién entre el pardmetro de orden macroscépico y el microscépico, que evidente-
mente es distinta en cada sistema. Salvo algunos casos como el de varillas duras, no es sencillo
encontrar dicha relacién.

A.2. Minimizacién del funcional: gradientes conjugados

Existen varias alternativas para afrontar la minimizacién de un funcional. Una de ellas es suponer
una parametrizaciéon para los distintos pardmetros de orden, de manera que el problema se
reduce a la minimizacién de una funcién respecto a unos cuantos pardmetros variacionales. Este
método resulta ttil en la minimizacién de fases de volumen, por ejemplo esmécticos o nematicos,
donde se puede suponer de manera razonable la forma que tendrdn los pardmetros de orden.
Si no elegimos una parametrizaciéon adecuada corremos el riesgo de encontrar soluciones muy
alejadas de la realidad o no encontrar solucién alguna.
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Otra opcién consiste en discretizar el espacio en un mallado de puntos permitiendo que los
pardmetros de orden varien libremente. Los valores de los pardmetros de orden en cada punto
de la malla son ahora las variables del funcional.

Nosotros, en la mayoria de los casos ! hemos adoptado un método hibrido. Se ha parametrizado
la funcién de distribucién angular en funcién de un conjunto de pardmetros {A;}, pero permi-
tiendo que varien en cada punto de la malla z;. En cuanto a la densidad, se ha permitido que
varfe libremente en cada punto z;. Las variables funcionales son p(z;) y el conjunto {A;(zj)}.
Tipicamente el mallado es tal que la longitud de una particula queda dividida en ~ 100 partes
y minimizamos en cajas del orden de 10 — 100 longitudes moleculares. Tenemos por tanto que
minimizar una funcién que depende de ~ 4000 — 40000 variables (llegando incluso a superar
ampliamente las 10° variables en el sistema bidimensional que estudiamos en el capitulo 6). Para
ello hemos utilizado el método de gradientes conjugados, bastante conocido y que solo vamos a
esbozar a continuacién.

Sea f una funcién de n variables x = (x!,x%,..., x"). Buscamos el conjunto x,,;, para el cual f
es minimo. El método de gradientes conjugados nos proporciona un algoritmo de minimizacién,
en el que partiendo de una configuracién inicial xyp nos acercamos iterativamente: x1, xp, ... hacia

el minimo de la funcién. Dicho algoritmo es como sigue:

Xit+1 = Xi + &pinCi,
¢ = =Vf(x)+ Bi-1ci-1,
ﬁ'_ |vf(xi+1>|2 (A7)
= . .
V)

En cada iteraciéon nos movemos a lo largo de las direcciones ortogonales, c;, realizando sobre
ellas una minimizacién unidimensional. El pardmetro a,;, es aquel que hace a la funcién f
minima cuando nos movemos a lo largo de la direccién dada por c;.

El proceso converge en la iteracién que verifique |V f(x;)|/n < ¢, siendo ¢ el criterio de con-
vergencia. Dependiendo del tipo de problema hemos trabajado con valores de ¢ entre 107° y
1078,

Se trata de un método de facil implementacion, si bien hay algunos puntos a tener en cuenta:

* En cada paso se van acumulando pequeios errores en el cilculo de las direcciones c;. Trans-
curridas N iteraciones la acumulacién de errores hace que estemos tratando de minimizar f
a lo largo de una direccién casi arbitraria. Por este motivo es necesario desconjugar, es decir,
inicializar el proceso desde cero cada vez que hagamos N iteraciones. Evidentemente, se
toma como perfil inicial el obtenido en el paso anterior. El nimero N depende mucho de la
precision con la que calculemos las direcciones ¢;. Cuando el pardmetro «,,;,, que gobierna
la minimizacién unidimensional a lo largo de c;, se hace muy préximo a cero, es una sefial

de la necesidad de desconjugar.

¢ Podemos tener problemas en la minimizacién unidimensional por otras causas. En nuestro
caso, las variables que componen el vector x son la densidad p(z;), el pardmetro de orden
uniaxial 77(z;), el tilt ¢(z))... Las variaciones en la densidad no tienen el mismo efecto sobre

La excepcién es el capitulo 7 donde solo tratamos mezclas de volumen.
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F1GURrA A.1.: Secuencia tipica de una minimizacién por gradientes conjugados. En cada grafica i es el nimero

de iteracién, g2 el gradiente al cuadrado y 7 la tensién superficial. En unidades donde kT = 1y Oeq = 1.
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A.3. Buscando el prewetting

la energia que las variaciones en el tilt, por ejemplo. Esto hace que con relativa frecuencia
se paralice la minimizacién y que el algoritmo no sea capaz de encontrar un w,,;,. Para
solucionarlo se pueden realizar bloques de gradientes conjugados donde solo minimicemos
un pardmetro, dejando el resto constantes. El proceso se puede automatizar; cuando el
gradiente en uno de los pardmetros sea muy superior al resto minimizamos tnicamente en

ese parametro.

* También puede ocurrir que intentemos evaluar f en situaciones donde no esté definida:
densidades negativas, pardmetro de orden uniaxial superior a uno... Es muy sencillo reali-
zar un control sobre «,,;,, para que esto no ocurra, pero puede no ser suficiente si el minimo
de f estd muy préximo a una regién donde no esté definida. Tal es el caso de un esméctico
a presiones altas. En la zona entre capas la densidad toma valores muy préximos a cero.
Una solucién muy sencilla a este problema pasa por realizar un cambio de variables, de
forma que f esté definida en todo el rango de valores de la nueva variable. En el ejemplo
de la densidad, resulta muy util trabajar con ,/p en lugar de con p.

Por dltimo, hay que tener en cuenta que el método de gradientes conjugados no asegura que el
minimo obtenido sea el minimo global. Aunque es capaz de explorar una regién amplia del espa-
cio de fases de la funcién, es posible que quede atrapado en un minimo local. En ocasiones este
comportamiento puede ser una ventaja, por ejemplo, en la busqueda de estamos metaestables en
las proximidades de una transicién de primer orden.

Una secuencia tipica del proceso de minimizacién por gradientes conjugados se puede ver en
la figura A.1. Corresponde a un cristal liquido de esferocilindros duros con relacién de aspecto
L/D = 3.7 confinado entre dos sustratos duros sobre los centros de masas. El potencial quimico
se ha fijado a Ay = 1.4kT por encima de la coexistencia isétropo-esméctico de volumen. EIl
numero de variables es n = 3276. Comenzamos con un perfil plano en la densidad y el parametro
de orden uniaxial (no se muestra). Al cabo de 2000 iteraciones el proceso converge a un esméctico.

A.3. Buscando el prewetting

Las transiciones de prewetting son muy escurridizas en sistemas con tinicamente grados de liber-
tad traslacionales y mucho mds en sistema donde hay grados de libertad orientacionales. En la
figura A.2 hemos representado el aspecto que tendria una hipotética energia libre en funcién de
la adsorcion (alternativamente se puede pensar en el espesor de la capa de nemadtico adsorbida).
Para potenciales quimicos cercanos a la transicién, pero un poco por debajo (1 = ™), es estable
el estado con una capa adsorbida pequefia y aparece un estado metaestable con una capa ad-
sorbida de mayor espesor. En la coexistencia (¢ = y) ambos estados tienen la misma energia
libre, y para potenciales quimicos un poco por encima (u = ) es estable tinicamente el estado
con una capa adsorbida ancha. Tal y como se representa en la figura, el primer minimo apenas
experimenta cambios al variar el potencial quimico y su localizacién es sencilla. Sin embargo,
el segundo minimo se desplaza de manera apreciable al variar las condiciones termodindmi-
cas (para interacciones de corto alcance experimenta un crecimiento logaritmico que diverge al

potencial quimico de la coexistencia IN de volumen).
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AQ

FIGURA A.2: Representacion esquemadtica del as-
pecto que tendria el exceso de gran potencial

€71

en funcién de la adsorcién cuando el poten-
cial quimico es: 4 = =, un poco por debajo
de la transicién de prewetting, p = ., al po-
tencial quimico de la transicion de prewetting
y # = ut, un poco por encima de la transi-
cién de prewetting. Los circulos vacios mar-

can en cada caso los estados estables frente

a los estados metaestables marcados por cir-

culos negros.

La principal dificultad (usando DFT) radica en el crecimiento extremadamente lento que pre-
senta la capa que experimenta el prewetting cuando realizamos una minimizacién del funcional.
Por ello, intentar una minimizacién global del funcional resulta en la mayoria de los casos invia-
ble.

Una alternativa consiste en realizar minimizaciones parciales [106] para encontrar el minimo
correspondiente a la rama del prewetting. Comenzamos con tres perfiles que tienen diferentes an-
chos de la capa adsorbida y realizamos una minimizacién parcial (tomando como criterio mismo
namero de iteraciones o igual gradiente). Observamos la evolucién de las capas (aumentan o dis-
minuyen) y dejamos minimizar hasta que el gradiente sea lo suficientemente pequefio como para
poder tener un valor preciso de la tensién superficial, pero manteniendo perfiles con diferentes

anchos de capa.

Al final del proceso obtenemos lo que se muestra en la figura A.3. Los tres puntos corresponden
a tres perfiles con diferentes anchos de capa, y las flechas muestran la evolucién que han tenido
a lo largo de la minimizacién parcial. Interpolando los tres perfiles obtenemos los valores del

ancho de la capa y la tensién superficial del minimo de la rama de prewetting.

Es importante conocer la tendencia que sigue el perfil durante la minimizacién. Si alguna de
las flechas de la figura apuntara en sentido contrario seria una indicacién de que no estamos

obteniendo el verdadero minimo, algo que ocurre con frecuencia.

A.4. Modificaciones a la ecuacion de Kelvin

Se indican a continuacién las modificaciones en la ecuaciéon de Kelvin en dos situaciones distintas:
en condiciones de wetting completo en un poro simétrico y en una celda hibrida donde el director
rota 71/2 de un sustrato a otro.
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A.4. Modificaciones a la ecuacién de Kelvin

T E
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> - \\‘ / {1 Ficura A.3: Tensién superficial en unidades reduci-

6.262001 “\\ // | das (y* = PBLDv) frente a la adsorcién del

N\ ,'/ pardmetro de orden uniaxial para un caso tipico

i > . /" ] de prewetting. El circulo vacio indica la posicién

6261981 \\\.\ . 4 _ del minimo. Nétese la minima variacién que ex-

o perimenta la tensién superficial al modificar el

- 5.‘85 ‘ 5‘.9 ‘ 5.‘95 ‘ é ‘ 6.65 ‘ 6‘.1 = ancho de la capa de wetting. Esto da una idea de

r/(L+D) la dificultad de localizar este tipo de transiciones.

A.4.1. Ecuaciéon de Kelvin en condiciones de wetting completo

La ecuacién (4.10) muestra el desplazamiento del potencial quimico de la transicién IN por el
hecho de confinarla en un poro de anchura H cuando ambas fases se encuentran en régimen de
wetting parcial. En condiciones de wetting completo por una de las fases ha de ser ligeramente
modificada. Supongamos que los sustratos son tales que existe wetting completo por nematico
en el sistema semi-infinito. Cuando Ay — 0 la capa de nemadtico adsorbida sobre la fase is6tropa
tendrd un espesor que en principio no es despreciable (véase la figura A.4). El gran potencial por
unidad de 4rea transversal A serd entonces:

(0)}

1 —P;(H —2I) — PN2l 4 25,

Qn

A

—PNH+2’)’SN. (AS)

Sustituyendo la presiéon por las expresiones dadas en las ecuaciones (4.9) e igualando grandes
potenciales se obtiene la ecuaciéon de Kelvin en condiciones de wetting completo:

2(vsn — vs1)
H- 2w —p)

que es andloga a (4.10) salvo porque la anchura H del denominador se ha visto reducida a

Ap(Vo, H) = (A.9)

H — 2I. Esta modificacién no es solo aplicable a situaciones donde exista wetting completo, es
vélida siempre que el espesor de la capa adsorbida sobre las superficies no sea despreciable en
comparacién a la anchura del poro.

A.4.2. Ecuacidon de Kelvin en una celda asimétrica

Sea una celda hibrida donde uno de los sustratos favorece anchoring planar y el otro anchoring
homeotrépico. Ambos sustratos inducen wetting parcial (las modificaciones, si existe wetting com-

pleto, se pueden ver en la subseccién previa?). Cuando H — o el director en el estado nematico

2Cuando existe wetting completo puede pasar que una de las capas sea suficientemente ancha como para que el director
rote y minimice de esa forma la energia de la interfase IN. En ese caso hay que realizar otra modificacién mas.
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Ficura A.4.: Esquema de los perfiles del pardmetro de orden uniaxial de una fase isétropa (izquierda) y
nemética (derecha) que coexisten en un poro de anchura H a un potencial quimico u por debajo de la
coexistencia IN de volumen. Los sustratos inducen wetting completo por nematico, de manera que la

capa adsorbida sobre la superficie en la fase isétropa tiene un espesor I no despreciable.

rota 7t/2 desde un sustrato al otro, de forma que hay una energia eldstica. El gran potencial por
unidad de drea en la fase nemadtica es entonces:

0
= ~PNH 2758 +Ea/A, (A-10)
con E, la energia eldstica. Las deformaciones del director son de tipo splay exclusivamente, de
forma que:
1, " K
E, = AEKl/O 42(V n(2)? = T2, (A11)

siendo Kj la constante eldstica para deformaciones de tipo splay y donde se ha supuesto una
variacion lineal del director entre las dos superficies: {)(z) = 55z (en realidad, en una regién
muy préxima a los sustratos esto no es cierto). Sustituyendo E,; en el gran potencial de la fase
nematica, igualando al gran potencial de la fase isétropa y teniendo en cuenta las expresiones
para la presiéon dadas por (4.9), se llega a

2(7sn = vs1) Ky
Hpn —p1) ~ 8H(on — p1)
Es decir, la elasticidad introduce una correccién al desplazamiento de la transicién de capilaridad

Au(Vy, H) = H - co. (A.12)

que va como 1/H?, despreciable frente al término original cuando H es suficientemente grande.

5. Céalculo de las constantes elasticas de un fluido de

discorrectingulos

Partimos de la energia de exceso para un nematico de volumen, que segtn (6.6) se reduce a:

Fex[o] = _ Fexclpo) //drdwp //dr’d V-1, ¢ )o@ A(r)), (A.13)
Zszo

con @ = (cos ¢, sin ¢). Expandimos la densidad en r'":

p(@' -A() = p(@' ) +p'(@ - A@)w - [A() —A(r)]

+ Ep“(a/ -fi(r)) {(&/ - [A() —a(r)] }2 + ...y (A.14)
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donde

Ha(r') — g (x Zaﬁna (xﬁ - xﬁ) ¥z Zamn,x ) (2 — xp) (x}, — x,). (A.15)
De la expansion (A.14), los tinicos términos pueden contribuir a la elasticidad son

a3’~[ﬁ(r’)—ﬁ(r)]zzls;85na(r( —xﬁ)w 4= %85717“ 1) (2 — xp) (¥}, — %))l (A.16)
113 ’X Y

{u}/.[ﬁ(r/) ]} Y~ 3pa(r)dsmy () (xy — xp) (x5 — x5)wheot. (A.17)
apByd

Ahora bien, los primeros términos de (A.16) son nulos por la simetria del drea excluida y solo
permanecen los segundos, que dan lugar, al introducirlos en la energfa de exceso, a integrales de
la forma:

que integrando por partes resulta

[ o A(x))p' (@ (1))3g () = p(@ A1) (@' AX)Ipa(6)], _const
— [ 2, [p(@ - 4(x))p' (@ ()] Bpna(x) = plé - £ (@ - 2(1)Ipta(D)], _const

% [ e o/ @ A(e))p (& Ax)) s + pl@ - (1)) (@ Ae)) k] Dya (1) (). (A18)
6
Despreciando el término de superficie y teniendo en cuenta que el segundo anula exactamente
el término que resulta de (A.17), solo contribuye a la energfa elastica el tercero, siendo la densidad
de energia eldstica

~ Yexclp // TP { /
= dod® waw @ - A ar'v rwwxx
fel( 4sz0 ’XﬁZ’Y‘S s 5P Xy
xp'(@" - A(r))9yn;s(r)0gng(r). (A.19)

Alternativamente, en dos dimensiones se puede hacer una expansion en el tilt (r) en lugar
de en el director. En funcién del tilt, la energia de exceso de un nematico se escribe como

TEXC /
Fool = 5580 [ [ ardgoly ~ p(e) [ [ drde/ vic—v,p, 9000 ~ 9D, (A20

Ahora expandimos la densidad p(¢’ — ¢(r')) en i (r’) alrededor de r’ = r. Tenemos

PE) = 900+ (7 0)- o 3 [ =) WPy + O (V) (A21)
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y por otro lado

o(¢' — p(')) = pl¢' — p()) + 2

Introduciendo (A.21) en (A.22) se tiene

plo’ =) = ple’ =9 + | |(¢=0)- Va4 3 [(¢ 1) TPy + O (Vo

2 2
+ ;gwpr[(r/—r)~vrlp+;[(r’—r)~vr]2¢+0(vr¢)3 .
= p(¢' = 9(r) +py(¢ = () (x' —1) - Vitp +
£y =9 [ = 1) V2 (o — p(e) [(F ) Ve (A23)

De donde es inmediato ver que la energia eléstica resulta

Faaslp) = Hexc(po) [ [ drdgp(o —y(x) [ [ drag'v(¥, ¢,¢')

e = 9O - Tept 30e’ =) [ Vel 9+ 30506 — plo) [F - Vgl
(A.24)

Tomando ¢ (r) = 0 como direccién del director en el argumento de la densidad y sus derivadas;
la energfa eléstica es:

1Fexc PO / / PN, / /
= d dr'de'V(t', o,
2By ) 1P V(9.9

/ / / 1 / / / 1 1 / /
x {Pt/}(#’) X" Vei] + 504(9) [r 'Vr]2¢+50¢(¢ ) [r 'er]z}- (A.25)
Puesto que:

/dr’V(r’, ¢, ¢ )Y =0, (A.26)

debido a la simetria V(r, ¢, ¢') = V(-1,¢,¢’), se tiene que el término lineal en el gradiente
de [ i(r) se anula, como debe ser. Sea

Vig,g) = [drvie ), (A27)

entonces

IPEX C

4BzPo

Z//dwq)Vm ?,9')

Fqlp]

x [ dro(e = () [l (9 = ()3, (x) + (9’ — 9(1) Ay (1), p(x)] . (A28)

196



A.5. Calculo de las constantes eldsticas de un fluido de discorrectdngulos

De nuevo integrando por partes el término con derivadas segundas:

/drp(qo — 1)y (9" — ¢(r))p, p(r) = p(@ — P(r)) oy (¢" — ¥(r))dy(r)

xg=const.

~ [dr[ohlo = wxDey(e’ — 9(x) + plo — (el (o’ — ()] (D (x).  (A29)

El término pp” se cancela, y obviando la contribucién de superficie (que es despreciable si la
muestra es grande) se tiene:

fale) =~y L[ [ dode' Vs (0. 0lto = 91t~ ) 2pp (a1 (0

(A.30)

Puesto que @ os (¢ —v),
Pple = p(r)) = p'(@-h)sin (¢ — ), py(¢' = P(x)) = (@' - ) sin (¢ — ),
0p (@-0) =) wedpng =sin (¢ — )ogy, 9y (& -A) =) wsdyns =sin (¢’ — ), y,
o 6

y por lo tanto

Pp(p = w(1)9pp(r) = p'(@ - fa) sin (¢ — )pyp(r) = p'(@ - ) } | wadpa,

Pp(@" = 9(x))rp(r) = p' (@' - ) sin (¢ — )o,y(r) = p'(&" - ) Z‘U(sav”zsz (A.31)
De forma que ambos desarrollos dan el mismo resultado.

En dos dimensiones, la energia eldstica de Frank contiene deformaciones de tipo splay y bend:

1 1
fa(x) = 5K (V- n)? + K|V n|?. (A.32)
Dado que:
2 (O 3my\? 2 2
(Von)" = (50 + 35, ) = @)™+ (9yny)” +2(3xmx) (9yny),
ox ay
ony  on 2 2 2
Vnf = (G2 5) = 0um)’ + @yme)” 2 Bum) @),
identificamos los términos y resulta:
_ Wexc PO INAL o
K= p0, / dodg'e'(9)Vax (9, 9")0' (9"),
_ %Xc PO INA L
e T / dodg'o'(9)Vyy (9, 9")0' (9"), (A.33)
donde
Vii(e,¢) =/ drV (r, @, @) x;x;. (A.34)
drea excl.
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A. Apéndice

Ap/ KT

Ficura A.5.: Constantes elasticas K; (a) y K3 (b) como funcién del exceso de potencial quimico respecto a
la coexistencia IN de volumen. La linea continua es el célculo analitico y la linea a trazos el calculo

numeérico.

Recordamos en este punto que hemos supuesto que el director vive a lo largo del eje x. De
(A.13) se desprende que la funcién de correlacién directa de nuestro modelo es:

¥,
c(r,@,@') = —1x )y o o L V(e @,@) para py— 0, (A.35)

Bapo
y por tanto las expresiones que hemos obtenido para Kj, K3 coinciden con las expresiones genera-
les de Poniewierski y Stecki [211] para un nematico tridimensional. En la figura A.5 estan repre-
sentadas K1, K3 como funcién del potencial quimico. La linea continua son los datos obtenidos
segln (A.33) y la discontinua los valores que resultan del ajuste numérico (ver seccién 6.3.4). Las

pequertias diferencias se deben a la precisién numérica de las integrales angulares.
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